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,Denn wiewoh! wir nur wenig von dieser Welt Vollkom-ten ¢, " und der HamiltonfunktionH (7, p,t) des be-
menheit aussihen oder erreichen werden, so gefes doch trachteten Systems als das Variationsproblem
zur Gesetzgebung unserer Vernunft, sie atts zu suchen " aq(t)
und zu vermuten, und es muf} uns jederzeit vorteilhaft sein, o q o o i
niemals aber kann es nachteilig werden, nach diesem Prinzipa/ [ (t)w — H(q(t),p(t),1) | dt =0. (1)
die Naturbetrachtung anzustellen®.

(aus: Immanuel Kant, Kritik der reinen Vernunft) Hierbei wird vorausgesetzt, daf} der Zustand des vor-

liegenden dynamischen Systems an den Zeitpunkten
und t,, welche die Integrationsgrenzen definieren, be-
Das Prinzip der kleinsten Wirkung kannt und somit festgelegt ist. Dem Prinzip der klein-
sten Wirkung entsprechend ist der Wegt), p(t)), auf
Das Prinzip der kleinsten Wirkung ist in Wesen undem das System vom Zustand des Zeitpunkta den-
Tragweite eines der erstaunlichsten Gesetze der Pigpigen des Zeitpunkts, gelangt, genau dadurch be-
sik. In seiner Hamiltonschen Formulierung besagt jengiémmt, daf3 die Variation des Integrals in GI. (1) ver-
Prinzip, daR unter alledenkbareriWegen, die ein dy- schwindet. Mit den Techniken der Variationsrechnung
namisches System beilbergang von einem Zustand— und dies wird in jedem Lehrbuch der theoretischen
zum Zeitpunktt; in einen des Zeitpunkts, durchlau- Mechanik (siehe z.B. [2, 3, 4]) vorgétirt — laBt sich
fen konnte, genau derjenige Weagsachlichbeschritten zeigen, dal das Variationsintegral genau dann wie ge-
wird, bei welchem dageitintegral iber die Differenz fordert verschwindet, wenn der beschrittene Weg die
von kinetischer und potentieller Energie also einer »kanonischen Gleichungen* éift
Wirk_ung — einen Mini_maIV\_/e-rt gnni_mm_t. Wie W_ir h_eu- a7 OH dj OH
te wissen, erstreckt sich diel@tigkeit dieses Prinzips € 5 w o T 2
weit Uber den Bereich der mechanischen Erscheinun-
gen hinaus und scheint alle reversiblen \foige der Die Losung dieses i.a. gekoppelten Systems 2on
Physik zu beherrschen. In diesem Sinne veplert das Differentialgleichungen erster Ordnung bestimmt dann
Prinzip somit das ldealziel der modernen Physik, eiollstandig und eindeutig denjenigen Weg, der den
moglichst breites Spektrum von Naturerscheinung&am Prinzip der kleinsten Wirkung geforderten Extre-
aus niglichst wenigen Grundprinzipien zu egkén. malwert darstellt — und welcher vom System auch
In den Worten Max Plancks [1] istgegenvartig das tatsachlich beschritten wird.
Prinzip der kleinsten Wirkung wohl dasjenige, welches Das Prinzips der kleinsten Wirkung bildet auch die
nach Form und Inhalt den Anspruch erheben darf, jgrundlage der Theorie dgkanonischen Transforma-
nem idealen Endziel der theoretischen Forschung &pnen®. Transformationen der abhgigen Variablen
nachsten zu kommen". q(t) — ¢'(t) und p(t) — p’(t) werden,kanonisch®
Mathematisch formuliert wird das Prinzip mit den genannt, wenn diese das Integral (1) invariant lassen
Komponenten-Vektoren der generalisierten Koordina-
) { dq H(""t)}dt
" at q,D,
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Als offensichtliche Folge dieser Invarianz bleiben dardes Ausgangssystems. Zwar wurde schéh fitie Ver-
auch die kanonischen Gleichungen (2) in ihrer Forallgemeinerung der kanonischen Transformationstheo-
in den gestrichenen Koordinaten erhalten. Anschaulide angedeutet [6], diese jedoch bis heute in keinem
bedeutet dies, dal3 wir in der Beschreibung eines dehrbuch konsequent dargestellt. Wie diesecke zu
gebenen physikalischen Systems nicht auf einen IsehlieRen re, soll im folgenden skizziert werden.
stimmten Satz von Koordinaten festgelegt sind, son-

dern uns unter der Bedingung (3) auch einen neu\e}1 .

wahlen dirfen, der unseren jeweiligen Bédnissen erallgemelnerte DarSte”ung des
besser entspricht. Eine weitere Bedeutung erhalten Wariationsintegrals

kanonischen Transformationeiir fden Fall, da#/ und

H' unterschiedlichephysikalische Systeme beschreigine verallgemeinerte Darstellung von Gl. (1) erhalten
ben, deren Korrelation durch die kanonische Transfqyir, indem wir die Zeitt im Argument der Hamilton-
mation definiert wird. Auf diese Weise ist es biswefunktion von der formalen Integrationsvariablen tren-
len moglich, die Losung der Bewegungsgleichung einen. Bezeichnen wir die neue Integrationsvariable mit

nesgegebenerBystems zu bestimmen, indem wir sig, so ergibt sich nach der Substitutionsregel der Inte-
als kanonisch transformiertedsung des anderen, begralrechnung unmittelbar aus Gl. (1)
reits gebsten Systentarstellen. (5 at(s)
Es scheint, als énnten wir an dieser Stelle unses [ ., . dq(s VN, S !
re grundatzlichenUberlegungen beenden. Beilrerer 6/51 { () ds H(d(s),p(s), 1(5)) ds ds = 0.
Betrachtung des Variationsproblems (1) zeigt sich je- 4)
doch, daR dieses nicht in voller Allgemeinheit formuMit ¢ = t(s) erhalten wir somit eine — z@hst noch
liert wurde: die Zeitt erscheint inzweifachemzZu- hicht festgelegte -Parametrisierung der Zeitn dieser
sammenhang, amlich einerseits als unabihgige Va- Beschreibung &ingen nun alle kanonischen Variablen
riable im Argument der HamiltonfunktiodZ, sowie ¢{(s), p(s), sowie die Zeitt(s), von s als dem neuen
andererseits als formale Integrationsvariable. Infolgevolutionsparametedes Systems ab.
dessen wird die Zeit bei der Variation des Inte- Die symmetrische Form des Integranden von Gl. (4)
grals in Gl. (1)nicht mitvariiert. Diese Formulierung legt es nun nahe, die Zeits) zusammen mit dem ne-
des Prinzips der kleinsten Wirkung steht somit nogativenFunktionswert-E(s) der Hamiltonfunktion/?
ganz in der Tradition des Newtonschen Weltbildes ei-
nerabsoluten Zeitls dem nairlichen Evolutionspara- E(s) = H(q(s),p(s),t(s)) ®)

meter eines jeden Systems, welche uilberund un- als zugtzliches Paaft(s), —h(s)) kanonisch konju-

abhangig von Naturerscheinungen gleighhig dahin- . . . :
flieRt. Auch die modernsten Lehirbher der klas:sischeng!erter Va.r|abler“zu betracbten. ForrPa;Idnen wir daqn
die ,erweiterten” Vektorer; (s) undpi (s) der kanoni-

Dynamik [4, 5] pasentieren die kanonische Transfor- X .
. , . . Fchen Variablen definieren
mationstheorie ausgehend von dieser konventionelleh

Form. . q . o

Diese besclimkte Allgemeinheit hat jedoch einen o= (t) I (—E) :
gewichtigen Nachteil: die auf der Grundlage von Gl. (1)
entwickelte kanonische Transformationstheorie liefeft'sammengenommen bilden diese Variablen dann die
mit der Bedingung (3) nur eingntermengaller migli- Koordinateneines um zwei Dimensioneerweiterten
chen kanonischen Transformationen. Eine Folge die§¥senraums®. Um nun das Variationsintegral in der
Mangels der Theorie war beispielsweise, daR die af@rm von Gl. (4) in die urspingliche von GI. (1) zu
lytische Untersuchung eines so einfachen Systems, Wierihren, brauchen wir jetzt nur noch dierweiter-
dem des zeitatiingigen harmonischen Oszillators, larf€” HamiltonfunktionH; einzuiihren:
ge Zeit unbsbare Schwierigkeiten bereitete. Wie wir
sehen werden, gelingt es nur mit eirelgemeineren H(q1,p1) = [H(cj,ﬁ, t)y—FE
Formulierung der kanonischen Transformationstheorie,
dieses explizit zeitdtingige Hamiltonsystem direkt inDa die in Gl. (6) enthaltene GRe FE fur den Wert
ein zeitunahangiges abzubilden. Dessefidung fihrt der HamiltonfunktionH steht, ergibt sich die erwei-
dann mittels Rcktransformation sofort zu einebksung terte HamiltonfunktionH; als dieimplizite Funktion

dt

= (6)



Hq(q1,p1) = 0. Die erweiterte Hamiltonfunktion de-Zeile erzeugt nunmehr auch die partiefleitableitung

finiert folglich eine(2n + 1)-dimensionale Hyperdiche von H eine kanonische Gleichungamlich die Bewe-

im erweiterten Phasenraum, auf welcher die Systegungsgleichungifr E(s). Andererseits finden wir in

bewegung stattfindet — ganz analog Zz@n — 1)- den GIn. (9), wie sie sich aus den GIn. (8) ergeben, nur

dimensionalen Hype#che des gedhnlichen Phasen-eine Identitat als zugebrige konjugierte Bewegungs-

raums, welche im Falle eines autonomen Hamiltonsgteichung fir ¢(s). Somit entsteht aus dem verallgemei-

stems durch die FunktioH (¢, p') = E, eine konstante nerten Variationsprinzip (7) nur eformales aberkein

(Energie-)Oberfiche darstellt. substantiellesneues Paar von kanonischen Gleichun-
Mit den erweiterten Vektoren; und p;, sowie mit gen — die Parametrisierung der Zeit= ¢(s) bleibt

H; wie in Gl. (6) definiert, schreibt sich das Variationsanbestimmt. Im Hinblick auf die Integration der Be-

integral der Gl. (4) nun wie geimscht wegungsgleichungen liefert djerweiterte” Beschrei-

so 41 (s) ' bung somit die Aussage, dal? wir die Zeitals be-

5/ [ﬁl(s) - H (51(3)751(5))] ds=0. liebige differenzierbare Funktioh = t(s) parametri-
51 ds sieren dirfen, ohne das Prinzip der kleinsten Wirkung

@ : ;
. oo . S : von Gl. (1) zu verletzen. Diese Tatsache wurde bereits
H|erbﬁ| mdssten W'(rj beagf;’;;n,qdaﬁll nlChS |d_ent|_sch von H. Poincae entdeckt und ist deshalb unter dem
th'-_?rgtc \I/:vm k?', st())n e_rrr: i |1(Q1Z,P1) 4 Belne |rr]n- Begriff der ,Poincaéschen (symplektischen) Zeitska-
plizite Funktionbezeichnet. Im zuge der berec nunﬁerung“ bekannt. Wichtige Anwendungen liefert diese

der Variation (7) werden die partiellen Ableitungen VOfethode auf dem Gebiet der numerischen Integration

H, gebildet — und diese verschwinden i.a. nicht. So- . . .
; . BN B leich h t t
mit darf H; im Integranden des Variationsintegrals (%on ewegungsgleichungen dynamischer Systeme mi

icht eliminiert den! ingulariiten. Durch geschickte Parametrisierung der
nichteliminiert werden: Zeit kdnnen Singularéten bisweilen eliminiert werden.
%Is Beispiel sei nur L. Eulers Regularisierung der Be-

?‘3% )dzin(n’))Véiegnersveeﬁ}iz\i\/eer:tigﬁorﬁgfﬁ::rg?;cvr\:inwegungsgleichung des Kepler-Systems genannt [7].
41\5), P13 ? Der eigentliche Gewinn der verallgemeinerten Form

gen" ertill des Variationsintegrals liegt jedoch auf dem Gebiet der
dg, _ OH, dpy _ OH, »kanonischen Transformationen*. Digeiheit, die Pa-
ds — Opy ' ds — oq rametrisierung der Zeit = t(s) zu wahlen, gestat-

in Analogie zu den kanonischen Gleichungen (2). frﬁt gsnlarrrllzch,&/efriililgrer:elgeirt;d:alnznEc::ebT:]ar:jsf(;r-k
den Variableng und p, sowiet und E ausgedickt, afionen zu detinieren, bel weichen neben den ka

schreibt sich dieser Satz v@n + 2 Gleichungen ersternonl_schen_Varlablera] und p E.IUCh die Zeits tr_ans-
Ordnung formiert wird. Und genau diese Verallgemeinerung

berbtigen wir, wenn die Physik der beteiligten Sy-
df 0Hy dp O0H, dt 0H, dE 0H; steme auch eine Transformation der Zeitskaieior-
ds  Op 'ds 0 'ds  OF ' ds ot dert Als ein Beispiel hierir werden wir im folgen-
(8) den die Lorentz-Transformation als kanonische Trans-
Setzen wir noch die erweiterte Hamiltonfunktidf formation formulieren. Aber auch die Abbildung ei-
gemal ihrer Definition von GI. (6) ein, so ergibt sicthes explizit zeitabangigen Hamiltonsystems in ein

der erweiterte Satz von kanonischen Gleichungen algeitunalangiges erfordert eine allgemeinere Fassung

(E - ﬂaj ‘Lﬁ B 7@3711 der kanonischen Transformationstheorie.

ds ds 0p’ ds  ds 07’ )

dt dt dE dt OH . .

T o= ds o Verallgemeinerte kanonische Trans-

Die beiden Gleichungen der ersten Zeile sind offeformationen

sichtlich aquivalent zu den konventionellen kanoni-

schen Gleichungen (2). Die Beschreibung der Dynlr der auf Grundlage des speziellen Variationsinte-
mik des gegebenen Systems im erweiterten Formaligals (1) definierten Bedingung (3)Jurf kanonische
mus stimmt folglich mit der konventionellen Beschreifransformationen spielt die Zeitlie Rolle degiemein-
bung uUberein. In der rechten Gleichung der zweitesamen unabdngigen Parameterson Ausgangs- und



Zielsystem. Der tatchliche Vorteil, das Variationsinte-Mit Hilfe der ,,erweiterten” Legendre-Transformation
gral (1) in der erweiterten Formulierung von Gl. (7) zu Lo N .
verwenden, besteht nun darin, das letzteres die Grundla- By(q1, 01, 8) = (@, @1, 8) + @i

ge allgemeinerer kanonischer Transformationen lief
die es erlauben, zwei Hamiltonsystereund H' mit
unterschiedlicheZeitskalert(s) undt’(s) miteinander
zu verknipfen

elg‘;inn die erzeugende Funktion der kanonischen Trans-

formation auch in Abhngigkeit von den ursfngli-

chen,Orten” ¢; und den neueplmpulsen” p] darge-

stellt werden. Der Koeffizientenvergleich der Differen-
H(G.5,t) Kanon. Transf, H'(G. 7. ¢). (10) tialfqrm _ng liefert nach Einsetzen voﬁil’_aus Gl. (14)

denaquivalenten Satz von Transformationsregeln

Beide Systemeittfen sich demnactiber die Transfor-

mation der generalisierten Koordinatgand p" hinaus, P = % 7 = @

durchendliche Differenzen ihrer jeweiligen Zeiten- oq’ opy’

terscheiden. Der in Gl. (4) eind#irte Evolutionspara-

meters bildet nun — anstelle der Zeit— die beiden lassen sich diese Transformationsregéing, und q!

Systemen gemeinsame unahige Var_lable. wieder in den Koordinated ¢ undp, E ausdiicken
Analog zur konventionellen kanonischen Transfor-

Wie die erweiterten kanonischen Gleichungen (8), so

mationstheorie bezeichnen wir auch in derweiter- _ 0F, _, 0F; o0F, , ok,
ten* Formulierung eine Abbildung (10) der ainigigen ¥~ 57 ¢ ~ 35 © T " ot C=—3m"
Variablen des Systems alkanonisch”, wenn diese das (15)
Variationsprinzip (7) in der Form e#t Die Transformationsregeluf die gewbhnlichen Ha-
s dé miltonfunktionen H(q,p,t) und H'(¢’,p’,t') folgt
5 {ﬁlql - H; (q},ﬁl)} ds schlieBlich aus der allen Darstellungen gemeinsamen
51 ds (11) Transformationsregel Uf die erweiterten Hamilton-
B 6/82 {quq/ (@ q,)] s funktionen H] = H, + 0F/0s. Ausfuhrlich schreibt
), T ds 1491, P1 ’ sich diese Regel mit der Definition (6) der erweiterten

Wie Ublich bedeutet dies, dal3 sich die Integranden bléllgmntonfunktmn

der Integrale um die totale AbleitungFy/ds einer Lot qdt’ oL dt OF
Funktion F (g1, 47, s) unterscheiden igfen. Letztere [ (7" ’t)_E}E - [H(q’q’t) -F T as
wird wie bisher als,erzeugende Funktion" der — nun-

Ist insbesondere die Erzeugendg nicht explizit s-

mehr verallgemeinerten — kanonischen Transformagi-,.. . 3 . . .
9 bhangig, so Bnnen wir den Evolutionsparameteeli-

on :)_eze|bch(;1_et. Mit dielser lFundk_tlan e(;g|bt die Trinéfﬁ ninieren und erhalten so die speziellere Transformati-
{na |odns 3 ”.‘gt!mg( .),.aso e morderung hach Er g'sregeltﬁr die Hamiltonfunktionen unter verallgemei-
ung des variationsprinzips nerten kanonischen Transformationen

ot’

1@~ B = H@pn - B (16)
Es ist nun interessant zu beobachten, jgalé konven-
tionelle Erzeugendds(q,p’,t) auch als eine speziel-
ary _ 0F dgy | n le erzeugende FunktioR°™(q, p”, ¢, E') im erweiter-

ds  0q1 ds = 0q! ds 0s ten Phasenraum aufgefaf3t werden kann. Definieren wir

Der Koeffizientenvergleich von Gin. (12) und (13) "epamhch
f?rt d.ann dep Satz dem + 2 Transformgtlonsregeln Flonv(g 5 ¢ B = fo( @5 t) — t E'
fur die erweiterten kanonischen Koordinatenvektoren
¢1 und py, sowie die Transformationsregdirfdie er- so erhalten die Transformationsregeln (15) die spezielle

_ dq _, dqy dFy

= — = 4 -
p1 ds Hl P ds H1+ ds . (12)

Andererseits ist die totale AbleitungF;/ds einer
FunktionFy (41, g1, s) gegeben durch

ARy _OF) d | OF, df oF

(13)

weiterte HamiltonfunktionH; Form
, _O0F OF / OF df2 0f2 0f2
=, =——, Hi=H +—/—. p=—=.7 = ,E=F—-=—=t =t H = H,.
b1 aql V41 8(]1/ 1 1 Os p a(j q 8]3‘/ ot 1 1
(24) a7



Wegendt' /0t = 1 schreibt sich die Transformationsreschen Oszillatoiiberfihrt werden kann. Die Hamilton-
gel fur die Hamiltonfunktionen geéf Gl. (16) als funktion des Ausgangssystems sei gegeben durch

H-F —H-E. H(q,p.t) = 30° + 50°(t) ¢°, (19)

. . ~mit w?(t) als einerbeliebigendifferenzierbaren Zeit-
Zusammen mit der Regelf £ aus GlIn. (17) er@lt g nytion. Das Zielsystem — mit als unabBngiger Va-
die Transformationsregelif die konventionellen Ha- yizpier — soll die gleiche Form besitzen, sein Potential
miltonfunktionen, H' somit die aus den Lehitzhern 1 aber nicht mehr explizit zeitahihgig sein

bekannte Form o a1 2
@) H(q",p") = 30" + 305 0"" (20)
H'(q",p",t) = H(q,p\t) + # (18) Die erzeugende Funktiofy(q, 5", ¢, E'), welche die
Abbildung der Hamiltonfunktion (19) auf Gl. (20) defi-
Wir sehen, daf3 die Menge dieonventionellerkanoni- niert, ist gegeben durch [8]
schen Transformationen genau tlettermengeler all-

g : t
gemeineren kanonischen Transformationen im erwq'té(qjﬁ/’t, /) _ qp’ £t) o _ // dr )
terten Phasenraum entsprichiy fdie ' = ¢ gilt. In VEr)  4E(t) o &(7)

diesem Falle ist also die Zeit der gemeinsameain- . . . . .
- : Hierin bezeichneg(t) einean dieser Stelle noch unbe-

abhangige Parameter von Ausgangs- und Zielsystem — ) ; . .

. . . stimmte also frei verfigbare differenzierbare Zeitfunk-
so wie es die auf der Bedingung (3) beruhende kon- . : .

. . : : tion. Genmafd den Regeln von GIn. (15) ergeben sich die
ventionelle kanonische Transformationstheorie voraus- . ; L .
setzt ransformationsgleichungeriirf die Koordinaten und

Offensichtlich erndglichen die,erweiterten erzeu- die Zeit als
genden Funktioner, gemaR der vierten Regel der (cf’) B ( /ve 0 ) (cf) v /th
GlIn. (15) aber auch allgemeinere kanonische Transfokp” )~ \—3¢/vVE VE) \7) "’ Sy &)
mationen, @mlich solche, die es erlauben, zwei Ha-
miltonsystemeH, H’' an verschiedenersystemzeiten Wir sehen, dal die Zeitverschiebung zwischen beiden
t # t' miteinander zu verkipfen. Die Transformati- Systemen vom Verlauf der noch unbestimmten Zeit-
onsgleichungH| = H; + 0F,/ds fur die erweiter- funktion{(t) festgelegt wird. Die Transformationsregel
ten Hamiltonfunktionen erzeugt dementsprechend eifie= —0F> /0t schreibt sich aushrlich fur unserFs:

allgemeinereRelation der Hamiltonfunktioned!’, H . "
als die konventionelle von GI. (18). Qr_1d diese allge- ' — ¢ g %(jwi +ig? (€~ & (22)
meineren Transformationen werden bégt! Denn es VE 3

ist ja naheliegend, dal3 die kanonische Abbildung ei- : : ,
nes nicht-autonomen Hamiltonsystents ¢ const.) Der Zusammenhang der Hamiltonfunktionéh, H

auf ein autonomesH' — const.) auch eine nicht_folgt direkt aus der Transformationsregel (16), da un-

triviale Transformation der zu- E' konjugierten Varia- serF; nicht explizits-abrangig ist
blen, ramlich der Ze_itt, er_fordert_. Zur lb_sung eines H' —E =¢(t)(H - E).
solchen Problems sind wir somit auf eine erzeugen-

de FunktionFy (g, p”,t, E') im erweiterten PhasenraunEinsetzen von Gl. (19) und Elimination der ungestri-
angewiesen. chenen Variablen entsprechend den Gin. (21) und (22)

ergibt schlieB3lich die geforderte Hamiltonfunktid#
in der Form von Gl. (20), sofern der Koeffizien§ des

Beispiel 1: Der zeitablangige har- Potentials mit
monische Oszillator wl = 1¢€ — 1€2 4 W2(t) € (23)
identifiziert wird. Das transformierte Potential ist dem-

Als ein _emfachgs Beispiel einer kanonlschen_Transfq{éCh genau dann nicht explizit zeitdstyig, wenn
mation im erweiterten Phasenraum werden wir nun Z?I- 2

o . . dt’ = 0 ist, wenn also
gen, dal3 der zeitaBhgige harmonische Oszillator au “o/

diese Weisdlirekt in einen zeitunakdngigen harmoni- E(t) + 462 (t) + 46w =0 (24)



erflllt ist. Als Folge dieser Forderungst die Funktion Invariante (28) des zeitaBhgigen harmonischen Os-
&(t) nunmehr bestimmt — und somit die konkrete Koezillators (19) genau die Form eines Drehimpulserhal-
relation (21), (22) der Systeme (19) und (20).46t) tungssatzes in Zentralkraftfeldern. DiedBeems =
eine Losung der linearen, homogenen Gleichung drit/I /n ist auf dem Gebiet der Beschleunigerphysik un-
ter Ordnung (24), so isb = const., der Funktions-ter dem NamenRMS-Emittanz‘ gehufig. Die RMS-
wert von H' also eine Konstante der Bewegung. WiEmittanz ist somit invariant, solange die Teilchenbe-
sehen somit, dal3 erst die Freiheit der erweiterten keegung durch didineare Bewegungsgleichung (27)
nonischen Transformationen, die Zeitkorrelation beidapproximiert werden darf und die Teilchenzahl erhal-
Systeme nach Belieben festzulegen, es un$glicht, ten bleibt. Insgesamt offenbart sich somit, daf3 das Sy-
das Zielsystent!’ seiner expliziten Zeitaliingigkeit zu stem des zeital@#ftngigen harmonischen Oszillators —
entledigen. das lange Zeit viele Schwierigkeiten bereitet hat — mit

Driicken wir nun dieseél’(¢’, p’) = const. in den Hilfe einer kanonischen Transformation im erweiter-
urspiinglichen Koordinateq undp aus, so entsteht ei-ten Phasenraum in wenigen Schritten analysiert werden
ne Invariantel (¢, p, t) des Ausgangssystems (19) kann.

H =1(q,p,t) = ¢H - 3¢qp+ 1€0°. (25) .. -
’ ! Beispiel 2: Regularisierung der Kep-
In einer alternativen Formulierung mi(t) = £(t)

wurde die Invariante (25) und die mit ihr verlpfte Ier—Bewegung
Bestimmungsgleichung (23) erstmals von Lewis [9] ig

Jahre 1967 p@sentiert. Implizit war dieses Ergebni . i . i
aber auch schon in derifineren Arbeit von Courant ystems, formuliert als eine erweiterte kanonische
Transformation, soll im folgenden am Beispiel von

und Snyder [10] enthalten. Auch die in letzterer Arbett Eulers Regularisierung der Keplerbewegung darge-
gefundene explizite Darstellung deoduingsfunktion stellt werden. Er den eindimensionalen Fall ergibt sich

q(t) des eindimensionalen zeitafbigigen harmoni- . ) . . i X
schen Oszillatorsal3t sich nun leicht reproduzieren. Di%frr::?ﬂ']ltonfunkt'on dieser Bewegung in normierter

wohlbekannte explizite @sungg’ (¢') des gevdhnlichen

harmonischen Oszillators (20) muf3 lediglich mit Hilfe K2

der Transformationsgleichungen (21) in den Koordina- H(z,p) = %pQ T K?=T-(M+m).

tenqg, p und der Zeitt des zeitabéingigen Systems (19)

ausgedickt werden. Hierin bezeichnel” die Gravitationskonstantéy/, m
Fur unser vorliegendes Systerorinen wir der Zeit- die Massen undz den linearen Abstand der Him-

funktion&(t) unmittelbar eine physikalische Bedeutungielskorper. Dali nicht explizit zeitabangig ist, erhal-

zuordnen. Witliberzeugen unsamlich leicht, daR ten wirdE/dt = 0H /0t = 0, und somit

ine Transformation der Zeitskala eines dynamischen

(t) = q(t) (26) E=1p - K—2 = const . (29)
x

eine Losung von Gl. (24) darstellt, vorausgesetzt. . . .
natirlich, daRq(t) eine Losung der Bewegungsglei-0i€ Bewegungsgleichungif z(¢) ist am Ort des Zu-
chung des zeitatsimgigen harmonischen Oszillators S@mmenstoR3es = 0 offensichtlich singuar

= > Pr K2
7+’ (t)7=0 (27) —— 4+ — =0.
dt? x2 0
ist. Setzen wir nun Gl. (26) in die Darstellung (25) dq_r

: . . e eonhard Euler entwickelte als erster die Idee, die-
Invarianten/ ein, so erflt letztere digquivalente Form

se Bewegungsgleichung durch eine Transformation der

n Zeitskala zu regularisieren. Diese Regularisierung kann

I=¢%"-(@F)° =% g —ap;)’, (28) als eine erweiterte kanonische Transformation aufge-
i,j=1 fal3t werden, welche durch die Funktion

deren Invarianz wir durch Berechnung der Zeitablei- todr

’ A / ’
tung leicht nachrechnen. Wie wir sehen, besitzt die 2 (2,0t B') =wp/ — B o E(1)° (30)



erzeugt wird — mit{(¢) als einer zuéchst unbestimm- Einfigen der Energieerhaltungsgleichung in die Be-
ten Zeitfunktion. Eir diesed;, erhélt man die Transfor- wegungsgleichung ergibt nun die regularisierte Bewe-

mationsregeln geéf? (15) als gungsgleichung
t dT d2x
,/: /: t/: _— El: tE 7—2E :Kz.
T x, p D, 0 5(7_) 9 g( ) dtlQ r
(31) Zusammenfassendknen wir nun feststellen, dal die

Da unserF; von Gl. (30) nicht explizits-abhangig ist,
folgt die Transformationsregelif die Hamiltonfunktio-
nen genaB Gl. (16) einfach al&l’ — £/ = ¢(t) (H - E).
Die transformierte Hamiltonfunktiof’ ist somit

Zeitskalierungstransformation (31) als eine erweiter-
te kanonische Transformation aufgefalit werden kann.
Es ist jedoch zu beachten, dal3 die Identifikation der
frei wahlbaren Zeitfunktioné(¢') mit einer geeigne-
K ten Kombination der Zeitfunktioner(¢') und p(¢
H'(z,p,t") = £(t) <§P2 - x) : (32) nurnachAusarbeitung dertransformie(rte)n kanorsis)chen
Gleichungen erfolgen darf. Die géhite Identifikation
Die Koordinatenz’ = =, p’ = p und die Funktion (hier: ¢(#/) = «(t')) darf dann nichtiickwarts in die
¢ werden nun als Funktionen vahaufgefaflt. Da die Hamiltonfunktion H' von Gl. (32) eingesetzt werden,
Transformation kanonisch ist, bleibt die Form der kg ¢(¢/) weiterhin eine reine Zeitfunktion bleibt und
nonischen Gleichungen im transformierten System @jicht als eine Funktion der kanonischen Variablep

halten behandelt werden darf.

de  OH' dp OH' K?

= =El)p, = =) — - :

' op dt O **  Beispiel 3: Die Lorentz-Transfor-

Die Bewegungsgleichunguf z(t') und die Glei- mation
chung (29) @r die Energieerhaltung ergeben sich nun

als Wie die spezielle Relativdttstheorie [12] gezeigt hat, ist
2r  1dédr K2€2 die Zeitentgegen unserer Anschauung nichts absolutes,
e carar + 22 = 0, sondern abéngig vom jeweiligen Bezugssystem. Die
9 Lorentz-Transformation, welche die Abbildung zwi-
K? dx R _
202 (E+ — — =) . (33) schen gleichifrmig bewegten Bezugssystemen — den
x at’ sogenannten Inertialsystemen — beschreibt, ist dem-

Nachdem nun die transformierte BewegungsgleichuHaCh/nc’twend'gerv"e'sm1It einer Zelttr.ansformatllon

herausgearbeitet worden ist, steht es uns frei, die nd¢y ¢ verbunden. Somit kann nur eine kanonische
unbestimmte Zeitfunktiog(#') mit einer Funktion der 'I_'ransforr_natlon im erweiterten Phagenrgum eine derar-
kanonischen Variablen(t') undp(#') zu identifizieren, tige Abplldung.be.schremen. Als ein drittes und sehr
wenn wir letztere als Funktionen der Zéitauffassen. INStruktives Beispiel soll nun gezeigt werden, dafs die
Durch die Festlegung voa(t') wird dann die Relati- Lorentz-Transformation in der Tat auch als kanonische

on der, skalierten® Zeitt’ mit der physikalischen Zeit Transformation im erweiterten Phasenraum aufgefal3t

eindeutig bestimmt. Im hier vorliegenden Fall definid¢vérden kann. Ihre erzeugende Funktig(q, p', t, E')
ren wir einfach ist gegeben durch

v Fy=~(pqg—E't) — wa—rL), @34
()=o) — )= [ atr)ar. p= g B =y (- B) @9
_ _ _ 0 _ mit 3 = v/c als die auf die Lichtgeschwindigkeitnor-
Die Bewegungsgleichung und die Energieerhaltungsierte konstante Relativgeschwindigkeitbeider In-

gleichung (33) vereinfachen sich nun zu ertialsysteme. In dieser Formulierung sind die Koor-
o 1/ de\? dinatensysteme so ausgerichtet, dal3 die Relativbewe-
= _ = () +K? = 0, gung entlang deg-Achse erfolgt — was aufgrund der
ez x\dt! vorausgesetzten Gleiatrinigkeit der Bewegung im-
9 9 dz\? mer nbglich ist. Wie uiblich bezeichnety den dimen-
2E2”+2K"z = <dt’> sionslosen Engen- und Zeitfaktory = 1/./1 — /2.



Die Transformationsregeln (15)if kanonische Trans-und E’ gemal Gl. (5) jeweils deWert der Hamilton-
formationen im erweiterten Phasenraum liefeiin ¢ funktionen H und H’ dar. Wir sind deshalb mit den
undt’ mit der erzeugenden Funktion (34) die wohlbddamiltonfunktionend und H’, sowie mit deren Erwei-
kannten Gleichungen der Lorentz-Transformation terungenH; und Hj, auf die eineikraftefreien Bewe-
gung festgelegt. Die Hamilton-Funktio®/ beschreibt
(fI’) _ ( 8l ’Vﬁ) (q) (35) somit den kaftefreien Anteil der Bewegung eines Teil-
ct' -6 0l ct) chens in seinem BezugssystemsyhwendH’ dieses
) ) o ) Teilchen aus der Sicht einemderen sich seinerseits
Fur die kanonisch konjugierten Koordinaten ergebej ichformig — also kéftefrei — mit der Geschwin-

sich aus der vorliegenden erzeugenden Funktion ( keit Gc bewegenden Bezugssystems beschrgibt.

die Transformationsregeln schleunigteBewegungen eines Teilchens innerhalb ei-
, nes Bezugssystem$hknen voraussetzungsgaf nur
( P ) - ( v _75) ( p ) , (36) nicht-relativistisch beschrieben werden — das System
Efe -8 Efe eines beschleunigten Teilchens iginmlich kein Inerti-
alsystem.

Somit erhalten wirdirekt die bekannten Transforma

tionsgleichungenifr Energie und Impuls. Wir &nnen . ; . . .
schlieflich die beiden Transformationen (35) und (3€gr Hamilton-Funktionty (p) eines freien Teilchens

in einer einzigen orthogonalen Transformation vereirfi- leiten, welche die g_efordgrte.Transformat_lonsglgen—
schaft von Gl. (37) besitzt. Die nicht Lorentz-invariante

Wir werden im folgenden Beispiel die explizite Form

en ) . . . .
9 Form Hy1, der Hamiltonfunktion eines freien Teilchens
q ~ inp 0 0 q der Massen ist:
ict! | | —-ivB ~ 0 0 ict P2 )
P || o 0 v B p Hyi(p) = 5 T me’ (38)
iE'[c 0 0 -8 ~ iE/c

Hier wurde die Ubliche Normierung ge@hlt, dal3
Die Orthogonalit dieser Matrix ist offensichtlich: wir Hy;, = mc? fur den Spezialfallp = 0. Da nur
erhalten ihre Inverse durch défbergang3 — —3 — Ausdiiicke der Formy? — ¢2¢2 und p2 — E2/¢2 un-
und dies ist genau die transponierte Transformationsr den Transformationen (35), (36) invariant bleiben,
matrix. Somit ist auch klar, daf3 die Determinante digst die Hamiltonfunktion von GI. (38) offensichtlich
ser Transformation gleich Eins ist — wie es allgemeinicht Lorentz-invariant. Jedoctdknen wir im erweiter-
fur kanonische Transformationen notwendig ist. Da @en Phasenraum die Lorentz-invariante Form von (38)
ne kanonische Transformation immer die Erhaltung deicht konstruieren, indem wir den erforderlichéfx
symplektischen Struktur der beteiligten Hamiltonsyst@&erm hinzuaddieren
me gevahrleistet, gelingt es, mit den Abbildungsregeln o2
fur Orteq und Zeitt auch gleich die Regeliiif die kon- Hy(p, E) = 1 [pg _(E—mc)
jugierten GbRRen Impulsp und EnergieE’ zu bestim- ’ 2m c?
men.

Die erzeugende Funktion (34) der Lorentz-TransfdPie Subtraktion des Termsac? in der inneren Klammer
mation ist nicht explizit s-abhangig. GeraR der zu- beschreibt lediglich eine Lorentz-invariante Verschie-
getdrigen Regel (16) transformiert sich die Hamiltonbung des Nullpunkts voif, in Ubereinstimmung mit
funktion H eines Ein-Teilchen-Systems als der oben ge@hlten Normierung. Ge#éd Gl. (5) kann

die neue Hamiltonfunktion (39quivalent imiblichen
H(q,p,t) =~vH'(¢,p',t')+ Byp'c.  (37) Phasenraum ausgérkt werden, indem wir den Wert

E der HamiltonfunktionH:, durch die Hamiltonfunkti-
Wie erwartet transformieren sich also die Hamiltoryn selbst ersetzen

funktionen H, H' genau so wie ihre jeweiligen Werte )
E, E. 1 [ o (Hy—mc?)

+me?. (39)

_ 2
Die GroRenE und E’ bezeichnen im Kontext der H.(p) p c2 +me”. (40)

- 2m
Lorentz-Transformation die Summen aus kinetischer
Energie und Ruheenergieoc?. Andererseits stelle  Losen wir nun noch Gl. (40) nadH;, auf, erhalten wir




das bekannte Resultat Aber auch in Lehrbichern, welche die Unterschei-

55 o dung vonH und FE korrekt treffen (siehe, z.B. [15]),
Hi(p) = Vp?c® + m?e wird durch eine vorzeitige Festlegung der Parametrisie-

der Lorentz-invarianten Form der Hamiltonfunktion efund der Zeitauti¢/ds = 1 die zusitzliche Freiheit des

nes freien Teilchens. erweiterten Phasenraums gleich wieder aufgegeben —
und somit der Nutzen des Ansatzes verschenkt.

ZusammenfassenéRt sich feststellen, daf3 die alte

SchluBbemerkungen Idee der Erweiterung des Phasenraums durch eine Pa-
rametrisierung der Zeit in der zur Véigung stehenden

Es wurde gezeigt, dal3 sich die konventionelle Bedibiteratur der klassischen Mechanik bisher noch nicht

gung fr kanonische Transformationen (3) durch efruchtbringend dargestellt worden ist. Dabei zeigt die

ne analogeFormulierung (11) im erweiterten Phaserier vorgelegte Skizzierung, daR dies durchadglich

raum verallgemeinerral3t. Die entscheidende Idee istvare, wenn die konventionelle kanonische Transfor-

hierbei, die Zeitt nicht mehr als die dem Ausgangsmationstheorie durch die des erweiterten Phasenraums

und Zielsystemgemeinsamenabléangige Variable zu ersetzt — oder zumindest éngzt wilrde. Die Ablei-

verstehen. Stattdessen besitzen in der verallgemeineng der Regelnifr kanonische Transformationen aus

ten Formulierung beide Systemarfsich gesehen je-einer erzeugenden Funktion stimmt der Form nach

weils eigeneunablingige Variable — und¢’ — deren fur beide Rlle vollséindig tiberein — der Mehrauf-

Korrelation durch digerweiterte” erzeugende Funktiorwand fir die,erweiterten® ist somit geringiig. Letz-

F, bestimmt wird. Der,Evolutionsparameter’ stellt tere erndbglichen jedoch Abbildungen, welche auch die

die beiden Systemen gemeinsame uialgiige Varia- Zeitskalen transformieren — und dies wird, wie die

ble dar. Somit spielt in der verallgemeinerten Formu-Beispiele zeigen, oftmals bétigt.

lierung genau die Rolle, welche die Zeitn der kon-

ventionellen Theorie innehat. )

Grundlage der erweiterten kanonischen Transformaiteratur

tionstheorie ist die verallgemeinerte Darstellung des

Prinzips der kleinsten Wirkung in der Form von Gl. (7).[1] M. Planck Das Prinzip der kleinsten Wirkung, in:

Die Zeit ¢ wird hierin zusammen mit dem negativen Physik, unter Red. von E. Lecher, pp. 772-782,

Funktionswert—F der Hamiltonfunktion H als ein Teubner-Verlag, Leipzig, 1925

zusatzliches Paar kanonisch konjugierter Variabler auf-

gefalRt. Von ausschlaggebender Bedeutung ist hierbi@] L.D. Landau, E.M. Lifschitz Mechanik,

die sorgéltige Unterscheidung der Hamiltumktion Akademie-Verlag, Berlin, 1973

von ihrem Funktionwert £. Nur dann @amlich erhal- ) ) ) )
ten wir die erweiterte Hamiltonfunktiodl; — 0 der [3] H. GoldsteinKlassische Mechanik, Akademische

Gl. (6) alsimplizite Funktionder Variablen des erwei-  Verlagsgesellschaft Wiesbaden, 1983

terten Phasenraums — und folglich die Verallgemein
rung des Variationsintegrals in der Form von Gl. (7).
In den wenigen Lehiirchern, welche die Bglichkeit
der Verallgemeinerung des Variationsintegrals (1)
Uberhaupt ansprechen, wird diese Unterscheidung z
meist verfumt. Infolgedessen wirdafschlicherweise
implizit angenommen [3, 13] — oder sogar auch ex-

plizit behauptet [14] — da/; identischverschwindet, [6] E.T. Whittaker A Treatise on the Analytical Dy-

also im Variationsintegral (7) eliminiert werden kann. namics of Particles and Rigid Bodies, 4th edition,
Auf diese Weise entsteht ein Variationsintegral ohne  Cambridge University Press, Cambridge, 1947.

Hamiltonfunktion. Dies ist offensichtlich ein sinnloses  Dje erste Auflage wurde im Jahre 1904 heraus-
Ergebnis, da die Hamiltonfunktion als &gerin aller gegeben.
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