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”
Denn wiewohl wir nur wenig von dieser Welt Vollkom-

menheit aussp̈ahen oder erreichen werden, so gehört es doch
zur Gesetzgebung unserer Vernunft, sie allwärts zu suchen
und zu vermuten, und es muß uns jederzeit vorteilhaft sein,
niemals aber kann es nachteilig werden, nach diesem Prinzip
die Naturbetrachtung anzustellen“.

(aus: Immanuel Kant, Kritik der reinen Vernunft)

Das Prinzip der kleinsten Wirkung

Das Prinzip der kleinsten Wirkung ist in Wesen und
Tragweite eines der erstaunlichsten Gesetze der Phy-
sik. In seiner Hamiltonschen Formulierung besagt jenes
Prinzip, daß unter allendenkbarenWegen, die ein dy-
namisches System beim̈Ubergang von einem Zustand
zum Zeitpunktt1 in einen des Zeitpunktst2 durchlau-
fen könnte, genau derjenige Wegtats̈achlichbeschritten
wird, bei welchem dasZeitintegral über die Differenz
von kinetischer und potentieller Energie— also einer
Wirkung — einen Minimalwert annimmt. Wie wir heu-
te wissen, erstreckt sich die Gültigkeit dieses Prinzips
weit über den Bereich der mechanischen Erscheinun-
gen hinaus und scheint alle reversiblen Vorgänge der
Physik zu beherrschen. In diesem Sinne verkörpert das
Prinzip somit das Idealziel der modernen Physik, ein
möglichst breites Spektrum von Naturerscheinungen
aus m̈oglichst wenigen Grundprinzipien zu erklären.
In den Worten Max Plancks [1] ist

”
gegenẅartig das

Prinzip der kleinsten Wirkung wohl dasjenige, welches
nach Form und Inhalt den Anspruch erheben darf, je-
nem idealen Endziel der theoretischen Forschung am
nächsten zu kommen“.

Mathematisch formuliert wird das Prinzip mit denn-
Komponenten-Vektoren der generalisierten Koordina-
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ten ~q, ~p und der HamiltonfunktionH(~q, ~p, t) des be-
trachteten Systems als das Variationsproblem

δ

∫ t2

t1

[
~p(t)

d~q(t)
dt

−H
(
~q(t), ~p(t), t

)]
dt

!= 0 . (1)

Hierbei wird vorausgesetzt, daß der Zustand des vor-
liegenden dynamischen Systems an den Zeitpunktent1
und t2, welche die Integrationsgrenzen definieren, be-
kannt und somit festgelegt ist. Dem Prinzip der klein-
sten Wirkung entsprechend ist der Weg(~q(t), ~p(t)), auf
dem das System vom Zustand des Zeitpunktst1 in den-
jenigen des Zeitpunktst2 gelangt, genau dadurch be-
stimmt, daß die Variation des Integrals in Gl. (1) ver-
schwindet. Mit den Techniken der Variationsrechnung
— und dies wird in jedem Lehrbuch der theoretischen
Mechanik (siehe z.B. [2, 3, 4]) vorgeführt — läßt sich
zeigen, daß das Variationsintegral genau dann wie ge-
fordert verschwindet, wenn der beschrittene Weg die

”
kanonischen Gleichungen“ erfüllt

d~q

dt
=

∂H

∂~p
,

d~p

dt
= −∂H

∂~q
. (2)

Die Lösung dieses i.a. gekoppelten Systems von2n
Differentialgleichungen erster Ordnung bestimmt dann
vollständig und eindeutig denjenigen Weg, der den
vom Prinzip der kleinsten Wirkung geforderten Extre-
malwert darstellt — und welcher vom System auch
tats̈achlich beschritten wird.

Das Prinzips der kleinsten Wirkung bildet auch die
Grundlage der Theorie der

”
kanonischen Transforma-

tionen“. Transformationen der abhängigen Variablen
~q(t) 7→ ~q ′(t) und ~p(t) 7→ ~p ′(t) werden

”
kanonisch“

genannt, wenn diese das Integral (1) invariant lassen

δ

∫ t2

t1

[
~p

d~q

dt
−H

(
~q, ~p, t

)]
dt

= δ

∫ t2

t1

[
~p ′ d~q ′

dt
−H ′(~q ′, ~p ′, t

)]
dt .

(3)
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Als offensichtliche Folge dieser Invarianz bleiben dann
auch die kanonischen Gleichungen (2) in ihrer Form
in den gestrichenen Koordinaten erhalten. Anschaulich
bedeutet dies, daß wir in der Beschreibung eines ge-
gebenen physikalischen Systems nicht auf einen be-
stimmten Satz von Koordinaten festgelegt sind, son-
dern uns unter der Bedingung (3) auch einen neuen
wählen d̈urfen, der unseren jeweiligen Bedürfnissen
besser entspricht. Eine weitere Bedeutung erhalten die
kanonischen Transformationen für den Fall, daßH und
H ′ unterschiedlichephysikalische Systeme beschrei-
ben, deren Korrelation durch die kanonische Transfor-
mation definiert wird. Auf diese Weise ist es biswei-
len möglich, die L̈osung der Bewegungsgleichung ei-
nesgegebenenSystems zu bestimmen, indem wir sie
als kanonisch transformierte L̈osung des anderen, be-
reits gel̈osten Systemsdarstellen.

Es scheint, als k̈onnten wir an dieser Stelle unse-
re grunds̈atzlichenÜberlegungen beenden. Bei näherer
Betrachtung des Variationsproblems (1) zeigt sich je-
doch, daß dieses nicht in voller Allgemeinheit formu-
liert wurde: die Zeit t erscheint inzweifachemZu-
sammenhang, nämlich einerseits als unabhängige Va-
riable im Argument der HamiltonfunktionH, sowie
andererseits als formale Integrationsvariable. Infolge-
dessen wird die Zeitt bei der Variation des Inte-
grals in Gl. (1)nicht mitvariiert. Diese Formulierung
des Prinzips der kleinsten Wirkung steht somit noch
ganz in der Tradition des Newtonschen Weltbildes ei-
nerabsoluten Zeitals dem naẗurlichen Evolutionspara-
meter eines jeden Systems, welche unberührt und un-
abḧangig von Naturerscheinungen gleichförmig dahin-
fließt. Auch die modernsten Lehrbücher der klassischen
Dynamik [4, 5] pr̈asentieren die kanonische Transfor-
mationstheorie ausgehend von dieser konventionellen
Form.

Diese beschr̈ankte Allgemeinheit hat jedoch einen
gewichtigen Nachteil: die auf der Grundlage von Gl. (1)
entwickelte kanonische Transformationstheorie liefert
mit der Bedingung (3) nur eineUntermengealler mögli-
chen kanonischen Transformationen. Eine Folge dieses
Mangels der Theorie war beispielsweise, daß die ana-
lytische Untersuchung eines so einfachen Systems, wie
dem des zeitabḧangigen harmonischen Oszillators, lan-
ge Zeit unl̈osbare Schwierigkeiten bereitete. Wie wir
sehen werden, gelingt es nur mit einerallgemeineren
Formulierung der kanonischen Transformationstheorie,
dieses explizit zeitabhängige Hamiltonsystem direkt in
ein zeitunabhängiges abzubilden. Dessen Lösung f̈uhrt
dann mittels R̈ucktransformation sofort zu einer Lösung

des Ausgangssystems. Zwar wurde schon früh die Ver-
allgemeinerung der kanonischen Transformationstheo-
rie angedeutet [6], diese jedoch bis heute in keinem
Lehrbuch konsequent dargestellt. Wie diese Lücke zu
schließen ẅare, soll im folgenden skizziert werden.

Verallgemeinerte Darstellung des
Variationsintegrals

Eine verallgemeinerte Darstellung von Gl. (1) erhalten
wir, indem wir die Zeitt im Argument der Hamilton-
funktion von der formalen Integrationsvariablen tren-
nen. Bezeichnen wir die neue Integrationsvariable mit
s, so ergibt sich nach der Substitutionsregel der Inte-
gralrechnung unmittelbar aus Gl. (1)

δ

∫ s2

s1

[
~p(s)

d~q(s)
ds

−H
(
~q(s), ~p(s), t(s)

)dt(s)
ds

]
ds

!= 0 .

(4)
Mit t = t(s) erhalten wir somit eine — zunächst noch
nicht festgelegte —Parametrisierung der Zeit. In dieser
Beschreibung ḧangen nun alle kanonischen Variablen
~q(s), ~p(s), sowie die Zeitt(s), von s als dem neuen
Evolutionsparameterdes Systems ab.

Die symmetrische Form des Integranden von Gl. (4)
legt es nun nahe, die Zeitt(s) zusammen mit dem ne-
gativenFunktionswert−E(s) der HamiltonfunktionH

E(s) = H
(
~q(s), ~p(s), t(s)

)
(5)

als zus̈atzliches Paar(t(s),−h(s)) kanonisch konju-
gierter Variabler zu betrachten. Formal können wir dann
die

”
erweiterten“ Vektoren~q1(s) und~p1(s) der kanoni-

schen Variablen definieren

~q1 =
(

~q
t

)
, ~p1 =

(
~p

−E

)
.

Zusammengenommen bilden diese Variablen dann die
Koordinateneines um zwei Dimensionen

”
erweiterten

Phasenraums“. Um nun das Variationsintegral in der
Form von Gl. (4) in die urspr̈ungliche von Gl. (1) zu
überf̈uhren, brauchen wir jetzt nur noch die

”
erweiter-

te“ HamiltonfunktionH1 einzuf̈uhren:

H1(~q1, ~p1) ≡
[
H(~q, ~p, t)− E

] dt

ds
. (6)

Da die in Gl. (6) enthaltene Größe E für den Wert
der HamiltonfunktionH steht, ergibt sich die erwei-
terte HamiltonfunktionH1 als die implizite Funktion
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H1(~q1, ~p1) = 0. Die erweiterte Hamiltonfunktion de-
finiert folglich eine(2n+1)-dimensionale Hyperfl̈ache
im erweiterten Phasenraum, auf welcher die System-
bewegung stattfindet — ganz analog zur(2n − 1)-
dimensionalen Hyperfl̈ache des geẅohnlichen Phasen-
raums, welche im Falle eines autonomen Hamiltonsy-
stems durch die FunktionH(~q, ~p ) = E0 eine konstante
(Energie-)Oberfl̈ache darstellt.

Mit den erweiterten Vektoren~q1 und ~p1, sowie mit
H1 wie in Gl. (6) definiert, schreibt sich das Variations-
integral der Gl. (4) nun wie geẅunscht

δ

∫ s2

s1

[
~p1(s)

d~q1(s)
ds

−H1

(
~q1(s), ~p1(s)

)]
ds

!= 0 .

(7)
Hierbei m̈ussen wir beachten, daßH1 nicht identisch
verschwindet, sondern daßH1(~q1, ~p1) = 0 eine im-
plizite Funktionbezeichnet. Im Zuge der Berechnung
der Variation (7) werden die partiellen Ableitungen von
H1 gebildet — und diese verschwinden i.a. nicht. So-
mit darf H1 im Integranden des Variationsintegrals (7)
nicht eliminiert werden!

Das Variationsintegral (7) verschwindet wieder ge-
nau dann, wenn der

”
erweiterte Phasenraumweg“

(~q1(s), ~p1(s)) die
”
erweiterten kanonischen Gleichun-

gen“ erf̈ullt

d~q1

ds
=

∂H1

∂~p1
,

d~p1

ds
= −∂H1

∂~q1
,

in Analogie zu den kanonischen Gleichungen (2). In
den Variablen~q und ~p, sowie t und E ausgedr̈uckt,
schreibt sich dieser Satz von2n + 2 Gleichungen erster
Ordnung

d~q

ds
=

∂H1

∂~p
,

d~p

ds
=−∂H1

∂~q
,

dt

ds
=−∂H1

∂E
,

dE

ds
=

∂H1

∂t
.

(8)
Setzen wir noch die erweiterte HamiltonfunktionH1

gem̈aß ihrer Definition von Gl. (6) ein, so ergibt sich
der erweiterte Satz von kanonischen Gleichungen als

d~q

ds
=

dt

ds

∂H

∂~p
,

d~p

ds
= − dt

ds

∂H

∂~q
,

dt

ds
=

dt

ds
,

dE

ds
=

dt

ds

∂H

∂t
.

(9)

Die beiden Gleichungen der ersten Zeile sind offen-
sichtlich äquivalent zu den konventionellen kanoni-
schen Gleichungen (2). Die Beschreibung der Dyna-
mik des gegebenen Systems im erweiterten Formalis-
mus stimmt folglich mit der konventionellen Beschrei-
bung überein. In der rechten Gleichung der zweiten

Zeile erzeugt nunmehr auch die partielleZeitableitung
von H eine kanonische Gleichung, nämlich die Bewe-
gungsgleichung f̈ur E(s). Andererseits finden wir in
den Gln. (9), wie sie sich aus den Gln. (8) ergeben, nur
eine Identität als zugeḧorige konjugierte Bewegungs-
gleichung f̈ur t(s). Somit entsteht aus dem verallgemei-
nerten Variationsprinzip (7) nur einformales, aberkein
substantiellesneues Paar von kanonischen Gleichun-
gen — die Parametrisierung der Zeitt = t(s) bleibt
unbestimmt. Im Hinblick auf die Integration der Be-
wegungsgleichungen liefert die

”
erweiterte“ Beschrei-

bung somit die Aussage, daß wir die Zeitt als be-
liebige differenzierbare Funktiont = t(s) parametri-
sieren d̈urfen, ohne das Prinzip der kleinsten Wirkung
von Gl. (1) zu verletzen. Diese Tatsache wurde bereits
von H. Poincaŕe entdeckt und ist deshalb unter dem
Begriff der

”
Poincaŕeschen (symplektischen) Zeitska-

lierung“ bekannt. Wichtige Anwendungen liefert diese
Methode auf dem Gebiet der numerischen Integration
von Bewegungsgleichungen dynamischer Systeme mit
Singulariẗaten. Durch geschickte Parametrisierung der
Zeit können Singulariẗaten bisweilen eliminiert werden.
Als Beispiel sei nur L. Eulers Regularisierung der Be-
wegungsgleichung des Kepler-Systems genannt [7].

Der eigentliche Gewinn der verallgemeinerten Form
des Variationsintegrals liegt jedoch auf dem Gebiet der

”
kanonischen Transformationen“. DieFreiheit, die Pa-

rametrisierung der Zeitt = t(s) zu wählen, gestat-
tet es n̈amlich, verallgemeinertekanonische Transfor-
mationen zu definieren, bei welchen neben den ka-
nonischen Variablen~q und ~p auch die Zeitt trans-
formiert wird. Und genau diese Verallgemeinerung
ben̈otigen wir, wenn die Physik der beteiligten Sy-
steme auch eine Transformation der Zeitskalenerfor-
dert. Als ein Beispiel hierf̈ur werden wir im folgen-
den die Lorentz-Transformation als kanonische Trans-
formation formulieren. Aber auch die Abbildung ei-
nes explizit zeitabhängigen Hamiltonsystems in ein
zeitunabhängiges erfordert eine allgemeinere Fassung
der kanonischen Transformationstheorie.

Verallgemeinerte kanonische Trans-
formationen

In der auf Grundlage des speziellen Variationsinte-
grals (1) definierten Bedingung (3) für kanonische
Transformationen spielt die Zeitt die Rolle desgemein-
samen unabḧangigen Parametersvon Ausgangs- und
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Zielsystem. Der tats̈achliche Vorteil, das Variationsinte-
gral (1) in der erweiterten Formulierung von Gl. (7) zu
verwenden, besteht nun darin, das letzteres die Grundla-
ge allgemeinerer kanonischer Transformationen liefert,
die es erlauben, zwei HamiltonsystemeH undH ′ mit
unterschiedlichenZeitskalent(s) undt′(s) miteinander
zu verkn̈upfen

H(~q, ~p, t) Kanon. Transf.−−−−−−−−→ H ′(~q ′, ~p ′, t′) . (10)

Beide Systeme d̈urfen sich demnacḧuber die Transfor-
mation der generalisierten Koordinaten~q und~p hinaus,
durchendliche Differenzen ihrer jeweiligen Zeitenun-
terscheiden. Der in Gl. (4) eingeführte Evolutionspara-
meters bildet nun — anstelle der Zeitt — die beiden
Systemen gemeinsame unabhängige Variable.

Analog zur konventionellen kanonischen Transfor-
mationstheorie bezeichnen wir auch in der

”
erweiter-

ten“ Formulierung eine Abbildung (10) der abhängigen
Variablen des Systems als

”
kanonisch“, wenn diese das

Variationsprinzip (7) in der Form erhält

δ

∫ s2

s1

[
~p1

d~q1

ds
−H1

(
~q1, ~p1

)]
ds

= δ

∫ s2

s1

[
~p ′
1

d~q ′
1

ds
−H ′

1

(
~q ′
1, ~p

′
1

)]
ds .

(11)

Wie üblich bedeutet dies, daß sich die Integranden bei-
der Integrale um die totale AbleitungdF1/ds einer
Funktion F1(~q1, ~q

′
1, s) unterscheiden d̈urfen. Letztere

wird wie bisher als
”
erzeugende Funktion“ der — nun-

mehr verallgemeinerten — kanonischen Transformati-
on bezeichnet. Mit dieser Funktion ergibt die Transfor-
mationsbedingung (11), also die Forderung nach Erhal-
tung des Variationsprinzips

~p1
d~q1

ds
−H1 = ~p ′

1

d~q ′
1

ds
−H ′

1 +
dF1

ds
. (12)

Andererseits ist die totale AbleitungdF1/ds einer
FunktionF1(~q1, ~q

′
1, s) gegeben durch

dF1

ds
=

∂F1

∂~q1

d~q1

ds
+

∂F1

∂~q ′
1

d~q ′
1

ds
+

∂F1

∂s
. (13)

Der Koeffizientenvergleich von Gln. (12) und (13) lie-
fert dann den Satz der2n + 2 Transformationsregeln
für die erweiterten kanonischen Koordinatenvektoren
~q1 und ~p1, sowie die Transformationsregel für die er-
weiterte HamiltonfunktionH1

~p1 =
∂F1

∂~q1
, ~p ′

1 = −∂F1

∂~q ′
1

, H ′
1 = H1 +

∂F1

∂s
.

(14)

Mit Hilfe der
”
erweiterten“ Legendre-Transformation

F2(~q1, ~p
′
1, s) = F1(~q1, ~q

′
1, s) + ~q ′

1 ~p ′
1

kann die erzeugende Funktion der kanonischen Trans-
formation auch in Abḧangigkeit von den ursprüngli-
chen

”
Orten“ ~q1 und den neuen

”
Impulsen“ ~p ′

1 darge-
stellt werden. Der Koeffizientenvergleich der Differen-
tialform dF2 liefert nach Einsetzen von~p ′

1 aus Gl. (14)
denäquivalenten Satz von Transformationsregeln

~p1 =
∂F2

∂~q1
, ~q ′

1 =
∂F2

∂~p ′
1

, H ′
1 = H1 +

∂F2

∂s
.

Wie die erweiterten kanonischen Gleichungen (8), so
lassen sich diese Transformationsregeln für ~p1 und ~q ′

1

wieder in den Koordinaten~q, t und~p, E ausdr̈ucken

~p =
∂F2

∂~q
, ~q ′ =

∂F2

∂~p ′ , E = −∂F2

∂t
, t′ = −∂F2

∂E′ .

(15)
Die Transformationsregel für die geẅohnlichen Ha-
miltonfunktionen H(~q, ~p, t) und H ′(~q ′, ~p ′, t′) folgt
schließlich aus der allen Darstellungen gemeinsamen
Transformationsregel für die erweiterten Hamilton-
funktionenH ′

1 = H1 + ∂F/∂s. Ausführlich schreibt
sich diese Regel mit der Definition (6) der erweiterten
Hamiltonfunktion[
H ′(~q ′, ~q ′, t′)−E′

]dt′

ds
=
[
H(~q, ~q, t)−E

] dt

ds
+

∂F

∂s
.

Ist insbesondere die ErzeugendeFi nicht explizit s-
abḧangig, so k̈onnen wir den Evolutionsparameters eli-
minieren und erhalten so die speziellere Transformati-
onsregel f̈ur die Hamiltonfunktionen unter verallgemei-
nerten kanonischen Transformationen[

H ′(~q ′, ~p ′, t′)− E′
]∂t′

∂t
= H(~q, ~p, t)− E. (16)

Es ist nun interessant zu beobachten, daßjedekonven-
tionelle Erzeugendef2(~q, ~p ′, t) auch als eine speziel-
le erzeugende FunktionF konv

2 (~q, ~p ′, t, E′) im erweiter-
ten Phasenraum aufgefaßt werden kann. Definieren wir
nämlich

F konv
2 (~q, ~p ′, t, E′) = f2(~q, ~p ′, t)− t E′ ,

so erhalten die Transformationsregeln (15) die spezielle
Form

~p =
∂f2

∂~q
, ~q ′ =

∂f2

∂~p ′ , E = E′−∂f2

∂t
, t′ = t, H ′

1 = H1.

(17)
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Wegen∂t′/∂t ≡ 1 schreibt sich die Transformationsre-
gel für die Hamiltonfunktionen gem̈aß Gl. (16) als

H ′ − E′ = H − E .

Zusammen mit der Regel für E aus Gln. (17) erḧalt
die Transformationsregel für die konventionellen Ha-
miltonfunktionenH, H ′ somit die aus den Lehrbüchern
bekannte Form

H ′(~q ′, ~p ′, t) = H(~q, ~p, t) +
∂f2(~q, ~p ′, t)

∂t
. (18)

Wir sehen, daß die Menge derkonventionellenkanoni-
schen Transformationen genau derUntermengeder all-
gemeineren kanonischen Transformationen im erwei-
terten Phasenraum entspricht, für die t′ = t gilt. In
diesem Falle ist also die Zeitt der gemeinsameun-
abḧangige Parameter von Ausgangs- und Zielsystem —
so wie es die auf der Bedingung (3) beruhende kon-
ventionelle kanonische Transformationstheorie voraus-
setzt.

Offensichtlich erm̈oglichen die
”
erweiterten“ erzeu-

genden FunktionenF2 gem̈aß der vierten Regel der
Gln. (15) aber auch allgemeinere kanonische Transfor-
mationen, n̈amlich solche, die es erlauben, zwei Ha-
miltonsystemeH, H ′ an verschiedenenSystemzeiten
t 6= t′ miteinander zu verkn̈upfen. Die Transformati-
onsgleichungH ′

1 = H1 + ∂F2/∂s für die erweiter-
ten Hamiltonfunktionen erzeugt dementsprechend eine
allgemeinereRelation der HamiltonfunktionenH ′, H
als die konventionelle von Gl. (18). Und diese allge-
meineren Transformationen werden benötigt! Denn es
ist ja naheliegend, daß die kanonische Abbildung ei-
nes nicht-autonomen Hamiltonsystems (E 6= const.)
auf ein autonomes (E′ = const.) auch eine nicht-
triviale Transformation der zu−E konjugierten Varia-
blen, n̈amlich der Zeitt, erfordert. Zur L̈osung eines
solchen Problems sind wir somit auf eine erzeugen-
de FunktionF2(~q, ~p ′, t, E′) im erweiterten Phasenraum
angewiesen.

Beispiel 1: Der zeitabḧangige har-
monische Oszillator

Als ein einfaches Beispiel einer kanonischen Transfor-
mation im erweiterten Phasenraum werden wir nun zei-
gen, daß der zeitabhängige harmonische Oszillator auf
diese Weisedirekt in einen zeitunabḧangigen harmoni-

schen Oszillator̈uberf̈uhrt werden kann. Die Hamilton-
funktion des Ausgangssystems sei gegeben durch

H(~q, ~p, t) = 1
2~p 2 + 1

2ω2(t) ~q 2 , (19)

mit ω2(t) als einerbeliebigendifferenzierbaren Zeit-
funktion. Das Zielsystem — mitt′ als unabḧangiger Va-
riabler — soll die gleiche Form besitzen, sein Potential
nun aber nicht mehr explizit zeitabhängig sein

H ′(~q ′, ~p ′) = 1
2~p ′ 2 + 1

2ω2
0 ~q ′ 2 . (20)

Die erzeugende FunktionF2(~q, ~p ′, t, E′), welche die
Abbildung der Hamiltonfunktion (19) auf Gl. (20) defi-
niert, ist gegeben durch [8]

F2

(
~q, ~p ′, t, E′) =

~q ~p ′√
ξ(t)

+
ξ̇(t)
4ξ(t)

~q 2 − E′
∫ t

0

dτ

ξ(τ)
.

Hierin bezeichnetξ(t) einean dieser Stelle noch unbe-
stimmte, also frei verf̈ugbare differenzierbare Zeitfunk-
tion. Gem̈aß den Regeln von Gln. (15) ergeben sich die
Transformationsgleichungen für die Koordinaten und
die Zeit als(

~q ′

~p ′

)
=
(

1/
√

ξ 0
− 1

2 ξ̇/
√

ξ
√

ξ

)(
~q
~p

)
, t′ =

∫ t

0

dτ

ξ(τ)
.

(21)
Wir sehen, daß die Zeitverschiebung zwischen beiden
Systemen vom Verlauf der noch unbestimmten Zeit-
funktionξ(t) festgelegt wird. Die Transformationsregel
E = −∂F2/∂t schreibt sich ausführlich für unserF2:

E′ = ξ E − 1
2~q ~p ′ ξ̇√

ξ
+ 1

4~q 2

(
ξ̈ − ξ̇2

ξ

)
. (22)

Der Zusammenhang der HamiltonfunktionenH, H ′

folgt direkt aus der Transformationsregel (16), da un-
serF2 nicht explizits-abḧangig ist

H ′ − E′ = ξ(t)
(
H − E

)
.

Einsetzen von Gl. (19) und Elimination der ungestri-
chenen Variablen entsprechend den Gln. (21) und (22)
ergibt schließlich die geforderte HamiltonfunktionH ′

in der Form von Gl. (20), sofern der Koeffizientω2
0 des

Potentials mit

ω2
0 = 1

2ξξ̈ − 1
4 ξ̇2 + ω2(t) ξ2 (23)

identifiziert wird. Das transformierte Potential ist dem-
nach genau dann nicht explizit zeitabhängig, wenn
dω2

0/dt′ = 0 ist, wenn also
...
ξ (t) + 4ξ̇ω2(t) + 4ξωω̇ = 0 (24)
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erfüllt ist. Als Folge dieser Forderungist die Funktion
ξ(t) nunmehr bestimmt — und somit die konkrete Kor-
relation (21), (22) der Systeme (19) und (20). Istξ(t)
eine L̈osung der linearen, homogenen Gleichung drit-
ter Ordnung (24), so istω2

0 = const., der Funktions-
wert von H ′ also eine Konstante der Bewegung. Wir
sehen somit, daß erst die Freiheit der erweiterten ka-
nonischen Transformationen, die Zeitkorrelation beider
Systeme nach Belieben festzulegen, es uns ermöglicht,
das ZielsystemH ′ seiner expliziten Zeitabḧangigkeit zu
entledigen.

Drücken wir nun diesesH ′(~q ′, ~p ′) = const. in den
urspr̈unglichen Koordinaten~q und~p aus, so entsteht ei-
ne InvarianteI(~q, ~p, t) des Ausgangssystems (19)

H ′ ≡ I(~q, ~p, t) = ξH − 1
2 ξ̇ ~q ~p + 1

4 ξ̈ ~q 2 . (25)

In einer alternativen Formulierung mitρ2(t) = ξ(t)
wurde die Invariante (25) und die mit ihr verknüpfte
Bestimmungsgleichung (23) erstmals von Lewis [9] im
Jahre 1967 präsentiert. Implizit war dieses Ergebnis
aber auch schon in der früheren Arbeit von Courant
und Snyder [10] enthalten. Auch die in letzterer Arbeit
gefundene explizite Darstellung der Lösungsfunktion
q(t) des eindimensionalen zeitabhängigen harmoni-
schen Oszillators läßt sich nun leicht reproduzieren. Die
wohlbekannte explizite L̈osungq′(t′) des geẅohnlichen
harmonischen Oszillators (20) muß lediglich mit Hilfe
der Transformationsgleichungen (21) in den Koordina-
tenq, p und der Zeitt des zeitabḧangigen Systems (19)
ausgedr̈uckt werden.

Für unser vorliegendes System können wir der Zeit-
funktionξ(t) unmittelbar eine physikalische Bedeutung
zuordnen. Wir̈uberzeugen uns nämlich leicht, daß

ξ(t) = ~q 2(t) (26)

eine L̈osung von Gl. (24) darstellt, vorausgesetzt
naẗurlich, daß~q(t) eine L̈osung der Bewegungsglei-
chung des zeitabhängigen harmonischen Oszillators

~̈q + ω2(t) ~q = 0 (27)

ist. Setzen wir nun Gl. (26) in die Darstellung (25) der
InvariantenI ein, so erḧalt letztere diëaquivalente Form

I = ~q 2~p 2 − (~q ~p )2 = 1
2

n∑
i,j=1

(pi qj − qi pj)
2
, (28)

deren Invarianz wir durch Berechnung der Zeitablei-
tung leicht nachrechnen. Wie wir sehen, besitzt die

Invariante (28) des zeitabhängigen harmonischen Os-
zillators (19) genau die Form eines Drehimpulserhal-
tungssatzes in Zentralkraftfeldern. Die Größeεrms =√

I/n ist auf dem Gebiet der Beschleunigerphysik un-
ter dem Namen

”
RMS-Emittanz“ gel̈aufig. Die RMS-

Emittanz ist somit invariant, solange die Teilchenbe-
wegung durch dielineare Bewegungsgleichung (27)
approximiert werden darf und die Teilchenzahl erhal-
ten bleibt. Insgesamt offenbart sich somit, daß das Sy-
stem des zeitabhängigen harmonischen Oszillators —
das lange Zeit viele Schwierigkeiten bereitet hat — mit
Hilfe einer kanonischen Transformation im erweiter-
ten Phasenraum in wenigen Schritten analysiert werden
kann.

Beispiel 2: Regularisierung der Kep-
ler-Bewegung

Eine Transformation der Zeitskala eines dynamischen
Systems, formuliert als eine erweiterte kanonische
Transformation, soll im folgenden am Beispiel von
L. Eulers Regularisierung der Keplerbewegung darge-
stellt werden. F̈ur den eindimensionalen Fall ergibt sich
die Hamiltonfunktion dieser Bewegung in normierter
Form [11]

H(x, p) = 1
2p2 − K2

x
, K2 = Γ · (M + m) .

Hierin bezeichnetΓ die Gravitationskonstante,M , m
die Massen undx den linearen Abstand der Him-
melsk̈orper. DaH nicht explizit zeitabḧangig ist, erhal-
ten wirdE/dt = ∂H/∂t = 0, und somit

E = 1
2p2 − K2

x
= const . (29)

Die Bewegungsgleichung für x(t) ist am Ort des Zu-
sammenstoßesx = 0 offensichtlich singul̈ar

d2x

dt2
+

K2

x2
= 0 .

Leonhard Euler entwickelte als erster die Idee, die-
se Bewegungsgleichung durch eine Transformation der
Zeitskala zu regularisieren. Diese Regularisierung kann
als eine erweiterte kanonische Transformation aufge-
faßt werden, welche durch die Funktion

F2

(
x, p′, t, E′) = x p′ − E′

∫ t

0

dτ

ξ(τ)
, (30)
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erzeugt wird — mitξ(t) als einer zun̈achst unbestimm-
ten Zeitfunktion. F̈ur diesesF2 erḧalt man die Transfor-
mationsregeln gem̈aß (15) als

x′ = x , p′ = p , t′ =
∫ t

0

dτ

ξ(τ)
, E′ = ξ(t) E .

(31)
Da unserF2 von Gl. (30) nicht explizits-abḧangig ist,
folgt die Transformationsregel für die Hamiltonfunktio-
nen gem̈aß Gl. (16) einfach alsH ′−E′ = ξ(t)

(
H−E

)
.

Die transformierte HamiltonfunktionH ′ ist somit

H ′(x, p, t′) = ξ(t′)
(

1
2p2 − K2

x

)
. (32)

Die Koordinatenx′ = x, p′ = p und die Funktion
ξ werden nun als Funktionen vont′ aufgefaßt. Da die
Transformation kanonisch ist, bleibt die Form der ka-
nonischen Gleichungen im transformierten System er-
halten

dx

dt′
=

∂H ′

∂p
= ξ(t′) p ,

dp

dt′
= −∂H ′

∂x
= −ξ(t′)

K2

x2
.

Die Bewegungsgleichung für x(t′) und die Glei-
chung (29) f̈ur die Energieerhaltung ergeben sich nun
als

d2x

dt′ 2
− 1

ξ

dξ

dt′
dx

dt′
+

K2ξ2

x2
= 0 ,

2ξ2

(
E +

K2

x

)
=

(
dx

dt′

)2

. (33)

Nachdem nun die transformierte Bewegungsgleichung
herausgearbeitet worden ist, steht es uns frei, die noch
unbestimmte Zeitfunktionξ(t′) mit einer Funktion der
kanonischen Variablenx(t′) undp(t′) zu identifizieren,
wenn wir letztere als Funktionen der Zeitt′ auffassen.
Durch die Festlegung vonξ(t′) wird dann die Relati-
on der

”
skalierten“ Zeitt′ mit der physikalischen Zeitt

eindeutig bestimmt. Im hier vorliegenden Fall definie-
ren wir einfach

ξ(t′) ≡ x(t′) =⇒ t(t′) =
∫ t′

0

x(τ) dτ .

Die Bewegungsgleichung und die Energieerhaltungs-
gleichung (33) vereinfachen sich nun zu

d2x

dt′ 2
− 1

x

(
dx

dt′

)2

+ K2 = 0 ,

2E x2 + 2K2 x =
(

dx

dt′

)2

.

Einfügen der Energieerhaltungsgleichung in die Be-
wegungsgleichung ergibt nun die regularisierte Bewe-
gungsgleichung

d2x

dt′ 2
− 2E x = K2 .

Zusammenfassend können wir nun feststellen, daß die
Zeitskalierungstransformation (31) als eine erweiter-
te kanonische Transformation aufgefaßt werden kann.
Es ist jedoch zu beachten, daß die Identifikation der
frei wählbaren Zeitfunktionξ(t′) mit einer geeigne-
ten Kombination der Zeitfunktionenx(t′) und p(t′)
nurnachAusarbeitung der transformierten kanonischen
Gleichungen erfolgen darf. Die gewählte Identifikation
(hier: ξ(t′) ≡ x(t′)) darf dann nicht r̈uckwärts in die
HamiltonfunktionH ′ von Gl. (32) eingesetzt werden,
da ξ(t′) weiterhin eine reine Zeitfunktion bleibt und
nicht als eine Funktion der kanonischen Variablenx, p
behandelt werden darf.

Beispiel 3: Die Lorentz-Transfor-
mation

Wie die spezielle Relativitätstheorie [12] gezeigt hat, ist
dieZeit entgegen unserer Anschauung nichts absolutes,
sondern abḧangig vom jeweiligen Bezugssystem. Die
Lorentz-Transformation, welche die Abbildung zwi-
schen gleichf̈ormig bewegten Bezugssystemen — den
sogenannten Inertialsystemen — beschreibt, ist dem-
nach notwendigerweisemit einer Zeittransformation
t 7→ t′ verbunden. Somit kann nur eine kanonische
Transformation im erweiterten Phasenraum eine derar-
tige Abbildung beschreiben. Als ein drittes und sehr
instruktives Beispiel soll nun gezeigt werden, daß die
Lorentz-Transformation in der Tat auch als kanonische
Transformation im erweiterten Phasenraum aufgefaßt
werden kann. Ihre erzeugende FunktionF2

(
q, p′, t, E′)

ist gegeben durch

F2 = γ (p′q − E′t)− βγ
(
p′ct− E′ q

c

)
, (34)

mit β = v/c als die auf die Lichtgeschwindigkeitc nor-
mierte konstante Relativgeschwindigkeitv beider In-
ertialsysteme. In dieser Formulierung sind die Koor-
dinatensysteme so ausgerichtet, daß die Relativbewe-
gung entlang derq-Achse erfolgt — was aufgrund der
vorausgesetzten Gleichförmigkeit der Bewegung im-
mer m̈oglich ist. Wieüblich bezeichnetγ den dimen-
sionslosen L̈angen- und Zeitfaktorγ = 1/

√
1− β2.
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Die Transformationsregeln (15) für kanonische Trans-
formationen im erweiterten Phasenraum liefern für q′

und t′ mit der erzeugenden Funktion (34) die wohlbe-
kannten Gleichungen der Lorentz-Transformation(

q′

ct′

)
=
(

γ −γβ
−γβ γ

)(
q
ct

)
. (35)

Für die kanonisch konjugierten Koordinaten ergeben
sich aus der vorliegenden erzeugenden Funktion (34)
die Transformationsregeln(

p′

E′/c

)
=
(

γ −γβ
−γβ γ

)(
p

E/c

)
. (36)

Somit erhalten wirdirekt die bekannten Transforma-
tionsgleichungen f̈ur Energie und Impuls. Wir k̈onnen
schließlich die beiden Transformationen (35) und (36)
in einer einzigen orthogonalen Transformation vereini-
gen

q′

ict′

p′

iE′/c

 =


γ iγβ 0 0

−iγβ γ 0 0
0 0 γ iγβ
0 0 −iγβ γ




q
ict
p

iE/c


Die Orthogonaliẗat dieser Matrix ist offensichtlich: wir
erhalten ihre Inverse durch den̈Ubergangβ 7→ −β —
und dies ist genau die transponierte Transformations-
matrix. Somit ist auch klar, daß die Determinante die-
ser Transformation gleich Eins ist — wie es allgemein
für kanonische Transformationen notwendig ist. Da ei-
ne kanonische Transformation immer die Erhaltung der
symplektischen Struktur der beteiligten Hamiltonsyste-
me geẅahrleistet, gelingt es, mit den Abbildungsregeln
für Orteq und Zeitt auch gleich die Regeln für die kon-
jugierten Gr̈oßen Impulsp und EnergieE zu bestim-
men.

Die erzeugende Funktion (34) der Lorentz-Transfor-
mation ist nicht explizit s-abḧangig. Gem̈aß der zu-
geḧorigen Regel (16) transformiert sich die Hamilton-
funktionH eines Ein-Teilchen-Systems als

H(q, p, t) = γH ′(q′, p′, t′) + βγp′c . (37)

Wie erwartet transformieren sich also die Hamilton-
funktionenH, H ′ genau so wie ihre jeweiligen Werte
E, E′.

Die GrößenE und E′ bezeichnen im Kontext der
Lorentz-Transformation die Summen aus kinetischer
Energie und Ruheenergiem0c

2. Andererseits stellenE

und E′ gem̈aß Gl. (5) jeweils denWert der Hamilton-
funktionenH und H ′ dar. Wir sind deshalb mit den
HamiltonfunktionenH undH ′, sowie mit deren Erwei-
terungenH1 und H ′

1, auf die einerkräftefreien Bewe-
gung festgelegt. Die Hamilton-FunktionH beschreibt
somit den kr̈aftefreien Anteil der Bewegung eines Teil-
chens in seinem Bezugssystems, währendH ′ dieses
Teilchen aus der Sicht einesanderen, sich seinerseits
gleichförmig — also kr̈aftefrei — mit der Geschwin-
digkeit βc bewegenden Bezugssystems beschreibt.Be-
schleunigteBewegungen eines Teilchens innerhalb ei-
nes Bezugssystems können voraussetzungsgemäß nur
nicht-relativistisch beschrieben werden — das System
eines beschleunigten Teilchens ist nämlich kein Inerti-
alsystem.

Wir werden im folgenden Beispiel die explizite Form
der Hamilton-FunktionHL(p) eines freien Teilchens
ableiten, welche die geforderte Transformationseigen-
schaft von Gl. (37) besitzt. Die nicht Lorentz-invariante
FormHNL der Hamiltonfunktion eines freien Teilchens
der Massem ist:

HNL(p) =
p2

2m
+ mc2 . (38)

Hier wurde die übliche Normierung geẅahlt, daß
HNL = mc2 für den Spezialfallp = 0. Da nur
Ausdr̈ucke der Formq2 − c2t2 und p2 − E2/c2 un-
ter den Transformationen (35), (36) invariant bleiben,
ist die Hamiltonfunktion von Gl. (38) offensichtlich
nicht Lorentz-invariant. Jedoch können wir im erweiter-
ten Phasenraum die Lorentz-invariante Form von (38)
leicht konstruieren, indem wir den erforderlichenE-
Term hinzuaddieren

HL(p,E) =
1

2m

[
p2 − (E −mc2)2

c2

]
+ mc2 . (39)

Die Subtraktion des Termsmc2 in der inneren Klammer
beschreibt lediglich eine Lorentz-invariante Verschie-
bung des Nullpunkts vonE, in Übereinstimmung mit
der oben geẅahlten Normierung. Gem̈aß Gl. (5) kann
die neue Hamiltonfunktion (39)̈aquivalent imüblichen
Phasenraum ausgedrückt werden, indem wir den Wert
E der HamiltonfunktionHL durch die Hamiltonfunkti-
on selbst ersetzen

HL(p) =
1

2m

[
p2 − (HL −mc2)2

c2

]
+ mc2 . (40)

Lösen wir nun noch Gl. (40) nachHL auf, erhalten wir
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das bekannte Resultat

HL(p) =
√

p2c2 + m2c4

der Lorentz-invarianten Form der Hamiltonfunktion ei-
nes freien Teilchens.

Schlußbemerkungen

Es wurde gezeigt, daß sich die konventionelle Bedin-
gung f̈ur kanonische Transformationen (3) durch ei-
ne analogeFormulierung (11) im erweiterten Phasen-
raum verallgemeinern läßt. Die entscheidende Idee ist
hierbei, die Zeitt nicht mehr als die dem Ausgangs-
und Zielsystemgemeinsameunabḧangige Variable zu
verstehen. Stattdessen besitzen in der verallgemeiner-
ten Formulierung beide Systeme für sich gesehen je-
weilseigeneunabḧangige Variable —t undt′ — deren
Korrelation durch die

”
erweiterte“ erzeugende Funktion

F2 bestimmt wird. Der
”
Evolutionsparameter“s stellt

die beiden Systemen gemeinsame unabhängige Varia-
ble dar. Somit spielts in der verallgemeinerten Formu-
lierung genau die Rolle, welche die Zeitt in der kon-
ventionellen Theorie innehat.

Grundlage der erweiterten kanonischen Transforma-
tionstheorie ist die verallgemeinerte Darstellung des
Prinzips der kleinsten Wirkung in der Form von Gl. (7).
Die Zeit t wird hierin zusammen mit dem negativen
Funktionswert−E der HamiltonfunktionH als ein
zus̈atzliches Paar kanonisch konjugierter Variabler auf-
gefaßt. Von ausschlaggebender Bedeutung ist hierbei
die sorgf̈altige Unterscheidung der HamiltonfunktionH
von ihrem Funktionswert E. Nur dann n̈amlich erhal-
ten wir die erweiterte HamiltonfunktionH1 = 0 der
Gl. (6) alsimplizite Funktionder Variablen des erwei-
terten Phasenraums — und folglich die Verallgemeine-
rung des Variationsintegrals in der Form von Gl. (7).

In den wenigen Lehrb̈uchern, welche die M̈oglichkeit
der Verallgemeinerung des Variationsintegrals (1)
überhaupt ansprechen, wird diese Unterscheidung zu-
meist vers̈aumt. Infolgedessen wird fälschlicherweise
implizit angenommen [3, 13] — oder sogar auch ex-
plizit behauptet [14] — daßH1 identischverschwindet,
also im Variationsintegral (7) eliminiert werden kann.
Auf diese Weise entsteht ein Variationsintegral ohne
Hamiltonfunktion. Dies ist offensichtlich ein sinnloses
Ergebnis, da die Hamiltonfunktion als Trägerin aller
Informationenüber das gegebene System niemals aus
einer Realisierung des Prinzips der kleinsten Wirkung
herausfallen kann.

Aber auch in Lehrb̈uchern, welche die Unterschei-
dung vonH und E korrekt treffen (siehe, z.B. [15]),
wird durch eine vorzeitige Festlegung der Parametrisie-
rung der Zeit aufdt/ds ≡ 1 die zus̈atzliche Freiheit des
erweiterten Phasenraums gleich wieder aufgegeben —
und somit der Nutzen des Ansatzes verschenkt.

Zusammenfassend läßt sich feststellen, daß die alte
Idee der Erweiterung des Phasenraums durch eine Pa-
rametrisierung der Zeit in der zur Verfügung stehenden
Literatur der klassischen Mechanik bisher noch nicht
fruchtbringend dargestellt worden ist. Dabei zeigt die
hier vorgelegte Skizzierung, daß dies durchaus möglich
wäre, wenn die konventionelle kanonische Transfor-
mationstheorie durch die des erweiterten Phasenraums
ersetzt — oder zumindest ergänzt ẅurde. Die Ablei-
tung der Regeln f̈ur kanonische Transformationen aus
einer erzeugenden Funktion stimmt der Form nach
für beide F̈alle vollsẗandig überein — der Mehrauf-
wand f̈ur die

”
erweiterten“ ist somit geringfügig. Letz-

tere erm̈oglichen jedoch Abbildungen, welche auch die
Zeitskalen transformieren — und dies wird, wie die
Beispiele zeigen, oftmals benötigt.
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