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Motivation

* Aufgabe: Entwurf eines neuen oder Untersuchung
eines existierenden dynamischen Systems (z.B. eines
Speicherrings). Optimierung der ionenoptischen
Eigenschaften (z.B. Minimierung der Halo-Bildung).
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Motivation

* Aufgabe: Entwurf eines neuen oder Untersuchung
eines existierenden dynamischen Systems (z.B. eines
Speicherrings). Optimierung der ionenoptischen
Eigenschaften (z.B. Minimierung der Halo-Bildung).

* Analytische Methode: Suche nach Invarianten, also
nach fundamentalen Charakteristiken des Systems.

* Bendtigt ist: systematische Vorgehensweise zum
Herausarbeiten der Invarianten explizit zeitabhangiger
Systeme.

* Im ,erweiterten Phasenraum® lassen sich explizit
zeitabhangige Systeme formal wie zeitunabhangige
beschreiben.
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Ubersicht

* Das Prinzip der kleinsten Wirkung
* Die Erweiterung des Prinzips

* Die parametrisierte Form der
Euler-Lagrange-Gleichungen

e Das Noether-Theorem

* Beispiel: Invariante des n-dimensionalen isotropen
zeitabhangigen harmonischen Oszillators

* Zusammenfassung und Ausblick
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Das Prinzip der kleinsten Wirkung

Gegeben: dynamisches System mit n Freiheitsgraden.
Ein Weg ~ im n-dimensionalen Konfigurationsraum mit der
Zeit t als unabhangigem Parameter ist definiert durch

v={(g,t) e R | 7= qlt),to <t <t}

g Ist der n-dimensionale Vektor der generalisierten
Ortskoordinaten.
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Das Prinzip der kleinsten Wirkung

Gegeben: dynamisches System mit n Freiheitsgraden.
Ein Weg ~ im n-dimensionalen Konfigurationsraum mit der
Zeit t als unabhangigem Parameter ist definiert durch

v={(g,t) e R | 7= qlt),to <t <t}

g Ist der n-dimensionale Vektor der generalisierten
Ortskoordinaten. Wir definieren ein Funktional ¢ als eine
Abbildung der Menge der Wege ~ in die reellen Zahlen R

B(y) = / LG, 1)) dt

Die Funktion L : R” x R™ — R bezeichne die Lagrange-
funktion.
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Beispiel eines Funktionals ¢ : v — At € R.
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* Prinzip der kleinsten Wirkung (Leibnitz, Maupertuis,
Euler, Lagrange): ein reales System ,wahlt“ genau
den Weg v., bei welchem & (v, ) ein Extremum (i.a.
ein Minimum) annimmt.
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* |m Bild unseres Rettungsschwimmers geht ein
System also immer genau den optimalen Weg.
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* Prinzip der kleinsten Wirkung (Leibnitz, Maupertuis,
Euler, Lagrange): ein reales System ,wahlt“ genau
den Weg v., bei welchem & (v, ) ein Extremum (i.a.
ein Minimum) annimmt.

* |m Bild unseres Rettungsschwimmers geht ein
System also immer genau den optimalen Weg.

* ~» Philosophische Betrachtung: gibt es ein zweck-
bestimmtes Verhalten der Natur? Das Prinzip gilt ganz
allgemein fur alle reversiblen Vorgange der Physik!
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Prinzip der kleinsten Wirkung (Lelbnitz, Maupertuis,
Euler, Lagrange): ein reales System ,wahlt“ genau
den Weg v., bei welchem & (v, ) ein Extremum (i.a.
ein Minimum) annimmt.

Im Bild unseres Rettungsschwimmers geht ein
System also immer genau den optimalen Weg.

~» Philosophische Betrachtung: gibt es ein zweck-
bestimmtes Verhalten der Natur? Das Prinzip gilt ganz
allgemein fur alle reversiblen Vorgange der Physik!

Die Variation des Funktionals ® verschwindet genau
dann (6® = 0), wenn ¢(t) die Gleichung erfullt

oL d (0L
— N ° — O
og dt (aq)
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Anwendung des Prinzips auf explizit zeitabhangige
Lagrangefunktionen L(g, 7, t):

t1

5P = 5/L(cf(t),cj(t),t) dt = 0

to

Wir sehen: die Zeit ¢t spielt sowohl die Rolle der

Integrationsvariablen, als auch die Rolle eines externen
Parameters.
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Anwendung des Prinzips auf explizit zeitabhangige
Lagrangefunktionen L(g, 7, t):

t1

5P = 5/L(cf(t),cj(t),t) dt = 0

to

Wir sehen: die Zeit ¢ spielt sowohl die Rolle der

Integrationsvariablen, als auch die Rolle eines externen
Parameters.

Bel der Berechnung der Variation §® wird die Zeit ¢ nicht
mitvariiert.

~> Nicht die allgemeinste Form der Variation!
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Die allgemeinste Form des Variationsproblems erhalt man
gemal Substitutionsregel mit s als neuer unabhangiger
Variabler

o)) = [ [L(als). 41 ) ] ds

S0
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Die allgemeinste Form des Variationsproblems erhalt man
gemal Substitutionsregel mit s als neuer unabhangiger
Variabler

o)) = [ [L(als). 41 ) ] ds

Wir definieren nun den ,erweiterten Konfigurationsvektor*
¢:1 und die ,erweiterte Lagrangefunktion® L;:

- _ o d.h.: t'(s) = —}
1 (t) 9 Q1 dS ) (S) dS 3

dq/ds N dt
L _),_)/ = L _;ta_)/7t/ :L(_; ’t)_
G @) = L@ .4 0) = BT e t) o
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Die allgemeinste Form des Variationsproblems erhalt man
gemal Substitutionsregel mit s als neuer unabhangiger
Variabler

o)) = [ [E(als). 4 ) %] ds

Wir definieren nun den ,erweiterten Konfigurationsvektor*
¢1 und die ,erweiterte Lagrangefunktion® L;:

- _ o d.h.: #(s) = —}
1 (t) 9 Q1 dS ) (S) dS 3

dq/ds y dt
L _),_)/ = L _;ta_)/7t/ :L(_; ’t)_
@ @) = L@t 1) = LG 0ot ) o
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Mit dem Weg ~; im n + 1-dimensionalen erweiterten
Konfigurationsraum

7= {(q1,s) ER"™ | @1 = qi(s),50 < s < 51}

erhalten wir als Funktional ®,(v,)

S1

By (1) = / Ly (@1(s), 3U(s)) ds

S0
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Mit dem Weg ~; im n + 1-dimensionalen erweiterten
Konfigurationsraum

Y1 = {(5175) c R |1 = Gi(s),50 < 5 < 81}

erhalten wir als Funktional ®,(v,)

S1

By (1) = / Ly (@1(s), 3U(s)) ds

S0

Wir sehen: das Funktional ®,(~,) stimmt in der Form
genau mit dem ursprtnglichen Funktional ®(~) tberein.
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Mit dem Weg ~; im n + 1-dimensionalen erweiterten
Konfigurationsraum

Y1 = {(5175) c R |1 = Gi(s),50 < 5 < 81}

erhalten wir als Funktional ®,(v,)

S1

By (1) = / Ly (@1(s), 3U(s)) ds

S0

Wir sehen: das Funktional ®,(~,) stimmt in der Form
genau mit dem ursprtnglichen Funktional ®(~) tberein.

Die Variation des Funktionals ®,(~;) verschwindet
wiederum genau dann, wenn ¢;(s) die Gleichung erfullt

OLi _d (0L _
o5, ds\oq )
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Die Berechnung der partiellen Ableitungen von L, liefert
den Zusammenhang mit den gewohnlichen Euler-
Lagrange-Gleichungen:

0Ly _ ,(S)ﬁ_L %_y(s)a—L
o7 oq "’ ot ot
0L, OL 0L -, OL

07 o§ ot 9§
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Die Berechnung der partiellen Ableitungen von L, liefert
den Zusammenhang mit den gewohnlichen Euler-
Lagrange-Gleichungen:

0L, oL 0L, oL

87 (S)a_cj’ L Sl

oL, oL oL 9L
1 = L—§=
9aq"  dq ot’ oq

Einsetzen in die ,erweiterten” E-L-Gleichungen ergibt:

Obi _ d (Oh =0 <= t'(s) oL 4 (oL =
0f ds \ o7 ) o7 dt\oz)|

OLy _d (OL\ o o [OLd (9L]
ot ds\ ot ) T8 " at\az)|
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* Wir sehen: es entstehen jewells die gewdhnlichen
Euler-Lagrange-Gleichungen.
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* Wir sehen: es entstehen jewells die gewdhnlichen
Euler-Lagrange-Gleichungen.

* Durch die Erweiterung des Raums entsteht keine
neue Bewegungsgleichung fir ¢ = t(s).
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* Durch die Erweiterung des Raums entsteht keine
neue Bewegungsgleichung fir ¢ = t(s).

* Die Parametrisierung der Zeit t = ¢(s) kann passend
gewahlt werden. D.h., wir haben einen Wunsch frel!
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Durch die Erweiterung des Raums entsteht keine
neue Bewegungsgleichung fir ¢ = t(s).

Die Parametrisierung der Zeit t = t(s) kann passend
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System als zeitunabhangiges umzuformulieren.
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freies Tellchen beschrieben werden.
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Wir sehen: es entstehen jewells die gewohnlichen
Euler-Lagrange-Gleichungen.

Durch die Erweiterung des Raums entsteht keine
neue Bewegungsgleichung fir ¢ = t(s).

Die Parametrisierung der Zeit t = t(s) kann passend
gewahlt werden. D.h., wir haben einen Wunsch frel!

Beispiel 1: es ist moglich, ein explizit zeitabhangiges
System als zeitunabhangiges umzuformulieren.

Beispiel 2: ein gebundenes Einzeltellchen kann als
freies Tellchen beschrieben werden.

Beispiel 3: Eine Aussage flr ein zeitunabhangiges
Lagrangesystem L(q, cf) gilt analog als Aussage fiir
L.(qi, q)). Diese laRt sich fur L(g, ,t) ,ibersetzen.
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Das Noether-Theorem

liefert. Zusammenhang von Symmetrien und Invarianten.
Wir kehren zurtick zu einer zeitunabhangigen Lagrange-
funktion L(g, 7). Gegeben sei eine von einem Parameter ¢
abhangige Transformationsvorschrift der Ortskoordinaten

—

he G (t) v Q).

(Beispiel: Drehung im Ortsraum um einen Winkel ¢.)
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Das Noether-Theorem

liefert. Zusammenhang von Symmetrien und Invarianten.
Wir kehren zurtick zu einer zeitunabhangigen Lagrange-
funktion L(g, 7). Gegeben sei eine von einem Parameter ¢
abhangige Transformationsvorschrift der Ortskoordinaten

—

he G (t) v Q).

(Beispiel: Drehung im Ortsraum um einen Winkel ¢.)
Die transformierten Geschwindigkeiten Q(t) folgen dann

Gty = LR (t)

dt
Im Lagrange-Formalismus (L = L(q, ¢)) kann dieser
einfache Zusammenhang genutzt werden.
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Das Noether-Theorem lautet nun: Erhalt i€ die Lagrange-
funktion L(g, ) (bis auf die totale Zeitableitung einer
Funktion f(q)), dann ist

+ f(q)

e=0

eine Konstante der Bewegung.
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Das Noether-Theorem lautet nun: Erhalt i€ die Lagrange-
funktion L(g, ) (bis auf die totale Zeitableitung einer
Funktion f(q)), dann ist

+ f(q)

e=0

eine Konstante der Bewegung.
Der Beweis ist einfach. Nach Voraussetzung gilt

dL(3,Q) | #@)

=0
de dt

Schreiben wir dL /de ausfuhrlich, setzen die Euler-
Lagrange-Gleichungen ein und vollziehen den
Grenzlubergang ¢ — 0, so entsteht sofort die totale
Zeitableitung des obigen Ausdrucks.
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Im ,erwelterten Phasenraum® heif3t dies formal

OLy dh<(q))

I(q1,4)) = 9 de + f(qi) = const.
1
e=0
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Im ,erwelterten Phasenraum® heif3t dies formal

o, OLy dni(q, B
[(Q17q1) — 8q—>/1 ;(6 1) + f(Q1) — const.
1
e=0

Mit der ,gewdhnlichen® Lagrangefunktion L(q, g, t) ergibt
das

oq;

oL, {aL/@(jﬁ, T
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Im ,erwelterten Phasenraum® heif3t dies formal

o, OLy dni(q, B
](Q17q1) — 6q—>/1 2(6 1) + f(Q1) — const.
1
e=0

Mit der ,gewdhnlichen® Lagrangefunktion L(q, g, t) ergibt
das

oL, {aL/@(jﬁ, T

0 \L(Gqt) ~§F=—H(GFt), i=n+1.

In der Hamilton-Darstellung lautet somit die
Noether-Invariante flr explizit zeitabhangige Systeme

dhe(q,t) dhe (¢)
_H
de de

EZO EZO

I(q,p,t) =P + f(q:t) .
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Die Transformationsregeln lassen sich infinitesimal in ¢
schreiben:

Q="h(qt)=q—en(qt), T =hit)=1t—€t).
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Die Transformationsregeln lassen sich infinitesimal in ¢
schreiben:

Q=h(Gt)=T—e€q(q1), T=hi(t)=t—et).

Andern diese Transformationen die E-L-Gleichungen nicht

OL d OL 0L d ((‘M)
— = = =0, == - =0,
0Q dI' \ 9(dQ/dT) oq dt \ 9q

d.h. gilt

L(Q,dQ/dT,T) dT = L(,q,t) dt + df (g, 1)
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Die Transformationsregeln lassen sich infinitesimal in ¢
schreiben:

Q=h(Gt)=T—e€q(q1), T=hi(t)=t—et).

Andern diese Transformationen die E-L-Gleichungen nicht

OL d OL 0L d ((‘M)
~ = = =0, - -] =0,
0Q dI' \ 9(dQ/dT) oq dt \ 9q

d.h. gilt

L(Q,dQ/dT,T) dT = L(,q,t) dt + df (g, 1)
so Ist die Funktion
[ =¢(t) H(q,p,t) —n(q,t)p+ f(q,1)

ein (zumindest lokales) Integral der Bewegung: dI/dt = 0.
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Fur eine gegebene Lagrangefunktion L (bzw. Hamilton-
funktion H) sind die Transformationsregeln, welche die E-L
Gleichungen erhalten und somit die Invariante I liefern,
natdrlich zunachst unbekannt.
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Fur eine gegebene Lagrangefunktion L (bzw. Hamilton-
funktion H) sind die Transformationsregeln, welche die E-L
Gleichungen erhalten und somit die Invariante I liefern,
natdrlich zunachst unbekannt.

In der Praxis stellt sich das Problem i.a. also umgekehrt:
wir fordern dI /dt = 0 und bestimmen die Koeffizienten &(%),
7 (q,t) und f(q,t) der Symmetrietransformation.
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wir fordern dI /dt = 0 und bestimmen die Koeffizienten &(%),
7 (q,t) und f(q,t) der Symmetrietransformation.

~» Konstruktives Verfahren zu Bestimmung von Invarianten
I(q, p,t) eines gegebenen Hamiltonsystems H (g, p, t).
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Fur eine gegebene Lagrangefunktion L (bzw. Hamilton-
funktion H) sind die Transformationsregeln, welche die E-L
Gleichungen erhalten und somit die Invariante I liefern,
natdrlich zunachst unbekannt.

In der Praxis stellt sich das Problem i.a. also umgekehrt:
wir fordern dI /dt = 0 und bestimmen die Koeffizienten &(%),
7 (q,t) und f(q,t) der Symmetrietransformation.

~» Konstruktives Verfahren zu Bestimmung von Invarianten
I(q, p,t) eines gegebenen Hamiltonsystems H (g, p, t).

Das Problem der Bestimmung der Invarianten eines
gegebenen Systems erscheint als Aufgabe, die Losungen
einer Differentialgleichung zu finden.
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Wir unterscheiden die folgenden Grundtypen von
Invarianten:

* Globale Invarianten, welche sich direkt durch die
kanonischen Variablen darstellen lassen (z.B. Energie
als Funktionswert der Hamiltonfunktion im Falle eines
autonomen Hamiltonsystems).
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* Globale Invarianten, welche sich direkt durch die
kanonischen Variablen darstellen lassen (z.B. Energie
als Funktionswert der Hamiltonfunktion im Falle eines
autonomen Hamiltonsystems).

* Lokale Invarianten, welche sich nur nach Losung der
Bewegungsgleichungen durch Integration von
,Hilfsgleichungen” darstellen lassen. Diese
reduzieren somit nicht die Ordnung des Systems.
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Wir unterscheiden die folgenden Grundtypen von
Invarianten:

* Globale Invarianten, welche sich direkt durch die
kanonischen Variablen darstellen lassen (z.B. Energie
als Funktionswert der Hamiltonfunktion im Falle eines
autonomen Hamiltonsystems).

* Lokale Invarianten, welche sich nur nach Losung der
Bewegungsgleichungen durch Integration von
,Hilfsgleichungen” darstellen lassen. Diese
reduzieren somit nicht die Ordnung des Systems.

* Besitzt die Hilfsgleichung einer lokalen Invarianten
eine allgemeine Losung in ¢, p, so wird die lokale
Invariante zur globalen.
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n-dim. zeitabh. harm. Oszillator

Als einfaches Beispiel zur Bestimmung der Invarianten
eines explizit zeitabhangigen Hamiltonsystems betrachten wir

n

H(g,p,t) =Y 7+ V(qt), VGt =32 ¢
=

1=1
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n-dim. zeitabh. harm. Oszillator

Als einfaches Beispiel zur Bestimmung der Invarianten
eines explizit zeitabhangigen Hamiltonsystems betrachten wir

n

H(@pt) =) v +V(@1), V(G =30) ) q

=1

Die Forderung dI/dt = 0 filhrt dann auf die Hierarchie

p2 : Zzpzpj (265@7 a—qj> — Y
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Die Gleichungen haben die expliziten Losungen

n

n(Tt) =360 a,  f@H)=E0)) a4,

1=1
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Die Gleichungen haben die expliziten Losungen

n

(7, 1) = $E(t) 4 F(@t) = &(t) Z 14 s

1=1
und somit die Invariante die Darstellung
I(q,9,t) = £(t) H(@,p,t) — () > 5api +£(8) Y 347,
1=1 1=1

mit der linearen ,Hilfsgleichung* fiir £(¢)
iﬁ + £W?(t) + fww = 0.
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Die Gleichungen haben die expliziten Losungen

n

n(Tt) =360 a,  f@H)=E0)) a4,

1=1
und somit die Invariante die Darstellung
I(q,9,t) = £(t) H(@,p,t) — () > 5api +£(8) Y 347,
1=1 1=1

mit der linearen ,Hilfsgleichung* fiir £(¢)
iﬁ + £W?(t) + fww = 0.

Wie sich direkt zeigen laldt, besitzt diese Gleichung die

o (=Y q 0.

sofern alle ¢; LOsungen der Bewegungsgleichungen sind.
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Da die Hilfsgleichung flr £(¢) nicht von den ¢ abhangt und
eine allgemeine LOosung besitzt, hat die Invariante die

globale Darstellung
I(q,p) = ZC]@ sz (Z%Z%)QZ%ZZ(QM—%?@)Q-
1 1 7

Wir sehen: die Invariante hat die Form der rms-Emittanz.
~» Die rms-Emittanz ist eine globale Invariante des n-dim-
ensionalen zeitabh. isotropen harmonischen Oszillators.
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Da die Hilfsgleichung flr £(¢) nicht von den ¢ abhangt und

eine allgemeine LOosung besitzt, hat die Invariante die
globale Darstellung

I(q,p) = Z%sz (Zqz-pq;f:%zz:(qwj—%mf

Wir sehen: die Invariante hat die Form der rms-Emittanz.
~» Die rms-Emittanz ist eine globale Invariante des n-dim-
ensionalen zeitabh. isotropen harmonischen Oszillators.

Die zugehorige Zeittransformation t = T+ e£(t) + . . . ergibt

dt todr
= — T —
S(t) - (t) 0 Zz %2

dT
Wir sehen: die transformierte Zeit T entspricht dem ,,Phasen-
vorschub®, d.h. der Phasenvorschub ist nichts anderes als
die Zeit im transformierten (zeitunabhangigen) System.
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Zusammenfassung und Ausblick

* Der ,Erweiterter Phasenraum® ermaoglicht es, explizit
zeitabhangige Hamilton-Lagrange-Systeme formal
wie zeitunabhangige zu beschreiben.
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Zusammenfassung und Ausblick

* Der ,Erweiterter Phasenraum® ermaoglicht es, explizit
zeitabhangige Hamilton-Lagrange-Systeme formal
wie zeitunabhangige zu beschreiben.

* In dieser Beschreibung kdnnen jedem System drel
lokale Invarianten aus den drei Fundamentallosungen
einer ,Hilfsgleichung® dritter Ordnung zugeordnet
werden.

* Besitzt diese Dgl. eine analytische L6sung, dann ist
die zugehorige Invariante global.
~» Suche nach globalen Invarianten reduziert sich auf
die Suche nach analytischen Losungen einer Dgl.
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* Nur fir wenige Systeme existieren analytische
Losungen. ~ Nur wenige zeitabhangige Systeme
besitzen eine globale Invariante.
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* Nur fir wenige Systeme existieren analytische
Losungen. ~ Nur wenige zeitabhangige Systeme
besitzen eine globale Invariante.

* Aber auch der numerisch berechnete Verlauf der
Losungen &(t) der Hilfsgleichung liefert Informationen
Uber die Dynamik des Systems.

* Untersuchung: Analyse von Coulomb-Systemen im
Hinblick auf die Entstehung von ,,Halos".
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Veroffentlichungen:

* Phys. Rev. Lett. 85, 3830 (2000)

* Phys. Rev. E 64, 026503 (2001)

* Ann. Phys. (Leipzig) 11, 15 (2002)

* Phys. Rev. E 66, 066605 (2002)

* Habilitationsschrift (GSI-Report 2002-06)

* Dieser Vortrag ist erhaltlich unter
“http://www.gsi.de/ “struck”
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