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Invarianten, kanonische Transformationen
e Spezielle Klasse von zeitabhéngigen Hamiltonsystemen

e Kanonische Transformation in das dquivalente zeitunabhingige

System
e Invariante des zeitabhingigen Hamiltonsystems
e Beispiel mit Computer-Demonstration

e Anwendung: Verifikation von Computer-Simulationen

dynamischer Systeme




Mit Hilfe der Lagrange-Funktion L(,q,t) kann die
Hamilton-Funktion H({,p,t) eines i.a. explizit zeitabhédngigen
Systems aus n Freiheitsgraden ¢ = (q1,... ,qn), P = (P1,--- ,Pn)
definiert werden durch

1=1

Aus dem Hamiltonschen Variationsprinzip

to n
g / [Zmz- — H(q,p. t)] dt =0
1 [4=1

folgen die Bewegungsgleichungen (die ,,kanonischen Gleichungen*)

. OH )
qi = Ap; Pi = 9g;

1=1,...,n

o

/ 1. Hamilton-Funktion, kanonische Gleichungen \

/




/ 2. Invarianten \

Eine Grofle

I = I(q(t), 5(¢), 1
nennen wir ., Invariante®, wenn ihre totale zeitliche Ableitung
entlang des ,,Systempfads“ {q(t), p(t)} verschwindet:
dl
i
Fiir die totale zeitliche Ableitung der Hamiltonfunktion gilt:
d—H:a—HJrzn:(aHpﬂr@—H%) :@—H-
dt ot op; 0q; ot

=l

I ist Invariante <— 0.

~» Fiir nicht explizit zeitabhingige Hamiltonsysteme ist die
Hamiltonfunktion H(q,p) eine Invariante: H = 1.

~> Die Hamiltonfunktion H ist fiir 0H /0t # 0 keine Invariante.

\Aufg.: Bestimmung einer Invarianten I fiir Systeme mit 0H /0t # O/
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/ 3. Kanonische Transformationen \

Eine allgemeine Transformation auf neue Koordinaten

q, = q;(q, D, t), p; = p;(q, Dy t) i=1,...,n

heiflt ,kanonisch“, wenn das Hamiltonsche Variationsprinzip auch
in den neuen Koordinaten gilt

to n
5/ [ p;d; — H' (T, D5 t)
t1

=

dt =0,

wenn also die kanonischen Gleichungen erhalten bleiben:

., OH' , OH' 1
— = — i=1,....n
q?, apé Y pz aq; Y] Y Y
Die Integranden diirfen sich nur um dF3(q’ p,t)/dt unterscheiden
(9F3 ’ 8F3 / 8F3
;i = — , .= — ; H — H R
= "%p, PT T3¢ MrT

\- | /




ﬂl. Spezielle Klasse von zeitabhingigen Hamiltonsystemeh

Wir betrachten nun das zeitabhingige Hamilton-System

Z 2P +

mit den zugehorigen kanonischen Gleichungen

oV (q,t
di = Pi , ]5@'4-&:0, 1=1,...,n
dq;

~> Die Hamiltonfunktion H ist fiir 0H /0t # 0 keine Invariante.

Vorgehensweise: das zeitabhéngige System H wird kanonisch in ein

nicht zeitabhingiges (autonomes) System H transformiert:

kanon. Transf. fl(Q_),, ﬁ/)

H(q,p,t)

~> H ist eine Invariante. H ausgedriickt in den alten Koordinaten
\ q, p liefert dann eine Invariante / im urspriinglichen System H /
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5. Kanon. Transformation in ein zeitunabhingiges System\

1. Schritt: kanonische Transformation erzeugt durch

n

F3(q.p,t) = Z (—\/%qui + ié(t) %/52) '

i=1
Hieraus folgen die linearen Transformationsregeln

g\ §(t) 0 qi

pi )/ /AER) 1/3/€@) ] \ o

Die partielle zeitliche Ableitung der Erzeugenden Funktion

F3(q!p,t) ausgedriickt in den neuen Koordinaten ist

n

8(53 = g(lt) z; 1(ée-€)q” - Léaipl]

N /




-

Als transformierte Hamilton-Funktion H' erhalten wir sofort
H' (7] pit) = (Z 107+ ) ,
mit V' (§") als dem neuen effektiven Potential
V(@) =5 |é- }zq vev (VET.t) .

Frage: Woher wissen wir, dafl V nicht explizit zeitabhingig ist?

Antwort: Wir bestimmen die in der Erzeugenden Funktion Fj3
eingefithrte Grofle £ = £(t) in der Weise, daf3 dies der Fall ist
oV (q")
ot

=0 = £=¢0).

Wir erhalten hierdurch eine lineare Differentialgleichung fiir £(¢):

~

/




-

n

S : oV )%

t SV +2 im— | t4— =0,
5();% + 5( +2;qaqi>+ £~
die wir ,, Hilfsgleichung® fiir £(¢) nennen wollen. Im allgemeinen
hangt diese Gleichung von allen n Ortskoordinaten ab.

Schluflfolgerungen:

e Die Hilfsgleichung kann nur simultan mit der Losung aller

Bewegungsgleichungen integriert werden.

e Entlang des Losungspfads ¢(t) hingen die Koeffizienten der
Hilfsgleichung nur noch vom Parameter t ab: V = V(q(t), t)

e Die Hilfsgleichung ist eine gewthnliche, lineare, homogene

Differentialgleichung dritter Ordnung.

e Es existiert eine eindeutige Losungsfunktion £(t), solange

K V(q(t),t) und seine partiellen Ableitungen stetig sind. /

9



/Mit ¢(t) Losung der Hilfsgleichung ist V' nicht explizit zeitabhangig\
Hingegen ist die transformierte Hamiltonfunktion H'(q} p;t) wegen
des Vorfaktors £(t) noch explizit zeitabhéingig, also keine Invariante.

~» 2. Schritt: Zeitskalierung

L gyt
to §(')

Mit 7 als neuer unabhéngiger Variabler lassen sich die von H’
abgeleiteten kanonischen Gleichungen schreiben als

dq. dp!, oV

_ oV
dr — P dT oq; ’

t— 71(t) =

welche ihrerseits aus der Hamiltonfunktion H folgen

H(@5") =) s> + V(@) =1.
i=1
QVI ist nicht explizit zeitabhingig und somit die gesuchte Invariante./
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Schlufifolgerungen: \

Die Hamiltonfunktion H ist eine Invariante.

H beschreibt das zu H dquivalente autonome System.

Das #iquivalente autonome System H stellt nur fiir & (t) > 0 ein
reales physikalisches System dar.

Aufgrund der Linearitit der Hilfsgleichung existiert die
Losungsfunktion £(¢) und somit die Invariante I fiir alle t,
vorausgesetzt dafl V' (q(t),t) und seine partiellen Ableitungen
stetig sind.

H ausgedriickt in den urspriinglichen Koordinaten liefert fiir
alle t und zugehorige £(t) eine Invariante I des zeitabhédngigen
Hamiltonsystems H:

I=¢(t)H(G,pt) — $£(t) Z%‘pz‘ + 1£() Z%Q
i=1 i=1

/
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/ 6. Beispiel: Zeitabhingiger anharmonischer Oszillator \

Wir betrachten nun als einfaches Beispiel einen zeitabhingigen

nichtlinearen Oszillator mit der Hamiltonfunktion
H(g,p,t) = 3p° + 3w°(t) ¢* +a(t) ¢
Die Invariante I folgt sofort als Spezialfall der allgemeinen
I=¢(t) <%p2 + 30%(t) ¢* + a(t) (13) — 6@ ap + 3E(t) &

Die Differentialgleichung fiir £(¢) ist entsprechend ein Spezialfall
der allgemeinen linearen Hilfsgleichung dritter Ordnung

€ +46w? + 4gwi + q(t) (460 + 10a) = 0.

Die Abhéngigkeit der Losung £(t) von der Trajektorie ¢(¢) wird
durch den Koeffizienten des kubischen Terms a(t) erzeugt.
Q simultane Integration der Bewegungsgleichung erforderlich! /
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/ 6.1. Sonderfall: Zeitabhingiger Harmonischer Oszillator\

Fiir a(f) = 0 wird die Hilfsgleichung unabhéngig von ¢(t).

~» Die Losungsfunktion £(t) gilt dann fiir alle ¢(¢) als Losung der
linearen Bewegungsgleichung ¢ + w*(t) g = 0.

Die Hilfsgleichung kann dann einmal analytisch integriert werden

éf — %52 + 2623 (t) = 2c, ¢ = const.
und in den Ausdruck fiir die Invariante eingesetzt werden
2
W) =2(ép—2&q) +2cq” >0 fiire>0

~» &(t) > 0 fiir alle t. Hilfsgleichung und Invariante kénnen somit
als Funktion von p(t) = \/£(t) ausgedriickt werden

q2

. . \2
prwit)p=—, I=35(pp—pq) +%c?

\ H=I=3p'?+3cd?, p=pp—pqg, d=4q/p /
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/ 6.2. Numerisches Beispiel \

Bewegungsgleichung des nichtlinearen Oszillators und Hilfsgleichung
G+ w(t) g+ 3a(t) ¢° =0
& A€w? 1 Afwir + g(t) (45@ T 105@) — 0
w(t) = V2cos (t/2), a(t) =5 x 1077 sin (¢/3)

werden simultan numerisch integriert mit den Anfangsbedingungen

q0) =1, p(0)=4(0)=0, £0)=1, £0)=0, £(0)=0.

~» Fiir dieses Teilchen folgt die Invariante I = 1.
Dargestellt wird

e die Bewegung im Potentialtopf: V (q(t),t) gegen q(t)
e die Bewegung des Teilchens im Phasenraum: p(t) gegen q(t),

\ sowie die Phasenraumkurve gleicher Invarianten I(q,p,t) = 1./
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/ 7. Verifikation von Computer-Simulationen

Wir kehren nun zur allgemeinen Formulierung zuriick und fassen

zusalninern.

(Z s+ V(g > Zquz Zqz

ist eine Invariante eines Systems, dessen Dynamik von den

Bewegungsgleichungen

oV (q,t
qi = Pi Pi—ﬁ-M:O, 1=1,....,n
dq;

bestimmt wird — unter der Voraussetzung, dafl £(¢) Losung der
linearen Differentialgleichung 3. Ordnung (Hilfsgleichung) ist

o : 1% )%
244 . i— | +46=— =0.
£y i+ g(v+2;q%>+ Sl

\Beweisz Berechnung von d/ /dt und Einsetzen der Bewegungsgl.

~

/
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Schlufifolgerungen: \

I ist also ein Zeitintegral der Hilfsgleichung, sofern ¢{(¢) und
p(t) Zeitintegrale der Bewegungsgleichungen sind.

Sind ¢(t) und p(t) Ergebnis einer Computersimulation, so
konnen wegen der prinzipiell beschrankten Genauigkeit
numerischer Methoden die Bewegungsgleichungen nur

naherungsweise erfiillt sein.

Wird mit den Simulationsergebnissen die Hilfsgleichung
integriert und mit der so erhaltenen Funktion £(t) die Grofle [
berechnet, so ist I keine Invariante.

Die relative Abweichung [I(¢t) — I(0)]/1(0) des berechneten I(t)
von der exakten Invarianten I(0) kann als ,,a posteriori®-
Fehlerabschiatzung der jeweiligen Simulation aufgefaf3t werden.

Es handelt sich also um eine Verallgemeinerung der Methode,
H = const. bei konservativen (autonomen) Systemen zu testen./
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